Wachstum Seite 1

Aufgabe Losung Erlauterung

Exponentielle

Wachstums- und

Abnahmeprozesse

Die Grundfunktion

* des exponentiellen Wachstum beruht auf
der Funktion y = e oder y = ax mita > 1.

* der exponentiellen Abnahme beruht auf
der Funktiony =e**odery=a*mit0 <a<1.

Funktionsgleichung

Differenzialgleichung
(Wachstumsrate) Die Wachstumsrate (1. Ableitung)

* des exponentiellem Wachstum/Abnahme ist
proportional zum Bestand:

£(t) = k f(t)

Rekursive Formel B(t+1) = q B(t)

Diskrete Berechnungen B(n) = B(0) o
Konstantenumrechnung k=In k>0 :Wachstum
k <0 : Abnahme
P a>1 : Wachstum
0 <a<1:Abnahme

Andert sich ein alter Wert f(0) mit jedem Schritt mit
einem festen positiven Faktor g, so spricht man von
einer exponentiellen Anderung.

Quotientengleichheit Der Quotient der Werte von einem Schritt zum
vorhergehenden ist stets gleich q:
fln+1):f(n)=q

Nach n Schritten gilt dann fur den neuen Wert f(n):
f(n) =£(0) - g"

Exponentielles Wachstum q>1

Exponentielle Abnahme

Anderungsfaktor und Der Anderungsfaktor g wird nicht nur von der
Schrittlange Schnelligkeit des Wachstums- oder Abnahme-

prozesses bestimmt, sondern auch von der
jeweiligen Schrittlange. Schrittldangen sind oft
Zeitspannen, kdnnen aber auch andere Grél3en
sein, wie im folgenden Beispiel.

Exponentialfunktion Andert sich ein alter Wert f(0) mit jedem Schritt
der Lange 1 mit dem Faktor q, dann &ndert er
sich mit jedem Schritt der Lange k mit dem
Faktor g*:

f(n)=1(0) - g" « f(kn)=£(0) - (q)"
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Erlduterung

Der normale Luftdruck auf
Meereshdhe betragt ca. 1013
hPa. Mit jedem Kilometer H6he
nimmt der Luftdruck um 11,3%
ab. In einem Kilometer Hohe
betragt er also etwa 899 hPa, in
zwei Kilometern Hohe etwa

797 hPa, in drei Kilometern Hohe
etwa 707 hPa usw.

Mit jedem Kilometer Hohe verringert sich
der Luftdruck mit dem Faktor 0,887. In
einer Hohe von n Kilometern iber dem
Meer ist also ein Luftdruck f(n) [in hPa] zu
erwarten von

f(n) = 1013 - 0,887".

In n Kilometern Héhe Uber dem Meer gilt
fiir den Luftdruck f(n) [in hPa]:
f(n)=1013 - 0,887".

Wie andert sich der Luftdruck je 100 m
Hohe?
f(n/10) = 1013 - 0,887 ™°
=1013 - (0,887%")
=1013 - 0,988"

Je 100 Meter Hohe verringert sich der
Luftdruck mit dem Faktor 0,988.
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Wachstum Seite 3
Aufgabe Loésung Erlduterung
beschrinkte Die Grundfunktion
Wachst d * des exponentiellen Wachstum beruht auf
achstums- un der Funktion y = e~ oder y = a* mita > 1.
Abnahmeprozesse -« der exponentiellen Abnahme beruht auf

Beschranktes Wachstum

Beschrankte Abnahme

Exponentielle Abnahme
als Spezialfall: S=0

Variable in der
Gleichung

Sattigungsmanko

Differenzialgleichung
(Wachstumsrate)

Anderungsfaktor und
Schrittlange

Rekursionsgleichung

Diskrete Berechnung

Konstantenumrechnung

diskreter Wachstumskoeffizient
in stetigen Wachstumskoeffizient

stetiger Wachstumskoeffizient
in diskreten Wachstumskoeffizient

der Funktiony =e**odery=a*mit0 <a < 1.

Die Wachstumsrate (1. Ableitung)
* des exponentiellem Wachstum/Abnahme ist
proportional zum Bestand:
f'(t) = k f(t)

Die Grundfunktion
* des beschriankten Wachstum beruht auf der

Funktion | f(x) =S — (S —f(0)) e™
oder f(x) = S — (S - f(0)) & mito<a<1:
S—-f(0)>0

S ist die obere Grenze, die nicht Gberschritten werden kann;

* der beschriankten Abnahme beruht auf der

Funktion | f(x)=S - (S —f(0)) e*
oder f(x) =S - (S -f(0)) & mit0 <a<1;
: S-f(0)<0

S ist die untere Grenze, die nicht unterschritten werden kann

f(x) = f(0) @ mit0<a<1

Die Formel des beschrankten Wachstum
besteht aus 5 Variablen.
f(0) : Bestand zum Zeitpunkt 0

Fir kleine Werte von k oder k,
sind die Unterschiede sehr

f(t) : Bestand zu einem Zeitpunkt t gering.
t : Zeitpunkt, zu dem ein Bestand bekannt ist,
oder berechnet werden soll '
S :obere /untere Grenze K, k Differenz
k : Wachstums- oder Abnahmefaktor 0 0
0,01 0,0100 10,0000
Die Differenz S — f(t) bezeichnet man als 0,02 0,0198 -0,0002
Sattigungsmanko. 0,03 0,0296 -0,0004
0,04 0,0392 -0,0008
Die Wachstumsrate (1. Ableitung) 0,05 0,0488 -0,0012
* des beschrinkten Wachstum/Abnahme ist 0,06  0,0583 -0,0017
proportional zum Sattigungsmanko: 0,07 0,0677 -0,0023
0,08 0,0770 -0,0030
) =K(S )| 0,09  0,0862 -0,0038
0,1 0,0953 -0,0047
Die Zu- oder Abnahme ist proportional zur 0,11 0,1044 -0,0056
Differenz des aktuellen Wertes bis zur Grenze. 0,12 0,1133 -0,0067
0,13 0,1222 -0,0078
+1) = + _ 0,14 0,1310 -0,0090
‘ Bt+1) =B *k, (S B(t))‘ 0,15 0,1398 -0,0102
S —-B(0)>0 : Wachstum 0,16  0,1484 -0,0116
S -B(0) <0 : Abnahme 0,17  0,1570 -0,0130
0,18 0,1655 -0,0145
‘ B(n) =8 - (S -B(0)) k" 0,19 0,1740 -0,0160
0,2 0,1823 -0,0177
0,21 0,1906 -0,0194
0,22 0,1989 -0,0211
=—1In(1-k,) k>0 :Wachstum 0,23  0,2070 -0,0230
k<0 : Abnahme 0,24  0,2151 -0,0249
0,25 0,2231 -0,0269
k,>1  :Wachstum 0,26  0,2311 -0,0289
b 0 <k, <1:Abnahme 0,27 0,2390 -0,0310
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Auflésung der Funktionsgleichung
nach den auftretenden Variablen

Exponentialfunktion

Quotientengleichheit

Diskrete Funktion

t (t)
k = S—Bt
b JS—B(O) +1
k =

B(0) = Bt)-S
(0) (1—kb)‘+s

S — B(t)
- 'n&—smﬂ
In (1-k,)
S= B(t) — (1- k,)! B(0)

1-(1-k,)!

Andert sich ein alter Wert f(0) mit jedem Schritt mit einem
festen positiven Faktor k , in Abh&ngigkeit von der
Differenz zu einem nicht zu unter- bzw. lberschreitenden
Grenzwertes, dann spricht man von einem beschrankten
Wachstum/Abnahme.

f(n) =S -1(0) - k,"
Der Quotient der Differenzen von einem Schritt zum
vorhergehenden ist stets gleich k:

f(n+1) — f(n) _
f(n) - f(n-1) = Ko

stetige Funktion

d=0)

t

(B(ty—S)et* +S

(kein negatives Vorzeichen
im Exponenten)

In [%%ﬂ
k

B(t) — B(0)-e ™t
1—e™xt

www.treff-lernen.de
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Wachstum Seite 5

Aufgabe Losung Erlauterung

1. Exponentielles Wachstum

1.1. Berechnung von altem Wert, neuem Wert und Schrittzahl

Bei vielen Aufgaben zu exponentiellen

1. Drei Seetang-Gewachse verdoppeln  Schrittlange: 1 Woche And ist d

jede Woche ihre Lange. Wachstumsfaktor: 2 naerungsprozessen Ist der
f(n): L&nge nach n Wochen [cm] < Anderl..!n.gsfaktor.q ynd die

a) Gewachs @ war zu Beginn der G)Ieichung: ;En; =f(0) » 2 » zugehdrige Schrittlange gegeben.
Beobachtung 90 cm lang. ajn=4; 0)=90 . A . D
Wie lang wa? es 4 Wochgen spéter ? f(4) = 90 - 24 = 1 440 Sind zusatzllf:h zwei der drei GréRRen

Gewachs @ war 14,4 m lang. > alter Wert: f(0)
) = HO) o > Anzahl dor Schite:
b) Gewéchs @ war vier Wochen nach ) frz4 i’ff((o4)). 235‘1130840 bekannt, dann kannst du die fehlende
. Grofle daraus so berechnen:
Beginn de_t'r Beobachtung 38,4 m lang. 3840
\K/lvee;(;r:]i Lr?nge hatte es bei der ersten f0)= =g~ =240 - Setze in die Gleichung
’ Gewéchs @ war 2,40 m lang. f(n) = £(0) - q" o
f(0) = f(t) a~ den Wert fiir g sowie die be@en
c) f(0)=70; f(n)=4 500 anderen gegebenen Werte ein.
c) Gewéchs © ist derzeit 70 cm lang. f(n) =70 - 2" =4 500 W:ﬁ ;jSPn nach dem gesuchten
In wie vielen Wochen wird es etwa 4500 .
45 m lang sein? 2n="25 =643en=6 Hinweise:
_ In(f(t)) = In(f(0)) . i
t= Ina InetGW\;VZ(ghrir}ﬁlrdsgiiwachs @ Sind nur der Anderungsfaktor q und
9 : die Anzahl der Schritte n gegeben,

2. Die Mieten fiir die Wohnungen in Schrittlange: 1 Jahr dann kannst du aus diesen beiden
der KlapperstraBe 13 werden Wachstumsrate: 2,5% Angaben das Verhaltnis von neuem
jahrlich um 2,5% erhoht. Wachstumsfaktor: 1,025 Wert f(n) und altem Wert f(0)

f(n): Mietpreis in n Jahren [€] berechnen:
Gleichung: f(n) = f(0) - 1,025" f(n) : f(0) = q" & f(n) = f(0) - q"

a) Herr Ballermann zahlt heute 450 € a)n=7; f(0) =450 @® Ist nur der Anderungsfaktor g bekannt,
Monatsmiete. Wie viel wird er in 7 f(7) = 450 - 1,0257 = 534,91 dann kannst du die Anzahl der
Jahren bezahlen? Er wird etwa 535 € bezahlen. erforderlichen Schritte berechnen,

damit sich der alte Wert mit einem

b) Familie Wacker zahlt heute 600 € b)n=7; (7) =600 bestimmten Faktor c &ndert:
Monatsmiete. Wie viel hat sie vor f(7) = f(0) - 1,025” = 600 f(n) = f(0) - g" und f(n) = ¢ - f(0)

7 Jahren gezahlt? 600 ) lgc
wf(O)—.],0257 ~ 504,76 eCc=q"'en Igq "
Sie hat etwa 505 € gezahlt. Verdopplungs- und Halbwertszeit

c) In welchem Zeitraum verdoppeln c) f(n) =2 - f(0) Bei einigen Fragestellungen ist diejenige
sich die Mieten? und f(n) = f(0) - 1,025" Zeitspanne von Interesse, innerhalb

< 2 -1(0)=1(0) - 1,025 derer sich der alte Wert verdoppelt (g>1)
bzw. halbiert (0 < g <1 ). In diesem
©2=1025"en=—92 <281 Zusammenhang spricht man dann von
Ig 1,025 "Verdopplungszeit" bzw. "Halbwertszeit".
Die Mieten verdoppeln sich
etwa alle 28 Jahre.
3. Durchdringen radioaktive Strahlen Schrittlange: 1 Millimeter
eine Bleiplatte, so nimmt die Abnahmerate: 4,5%
Intensitat der Strahlung pro Millimeter ~ Abnahmefaktor: 0,955
Dicke um 4,5 % ab. f(0): anfangliche Strahlungsintensitat
f(n): Strahlungsintensitat hinter einer
n Millimeter starken Bleiplatte
Gleichung: f(n) = f(0) - 0,955"
a) Wie viel Prozent der anfanglichen a)n=8;
Strahlungsintensitat [&sst eine 8 mm f(8) = f(0) - 0,9558 = f(0) - 0,692
starke Bleiplatte durch? Die Bleiplatte lasst noch etwa

69% der Strahlung durch.

b) Wie stark muss eine Bleiplatte sein, b) f(n) = % - f(0) und f(n) = f(0) - 0,955"
damit die anfangliche Strahlungs- & 1% - f(0) = f(0) - 0,955"
intensitat halbiert wird?

= b - lg05 _
©%=0955 e n = 4 625~ 15,05

© Dipl.-Math. Armin Richter Sie muss etwa 15 mm stark sein. www.treff-lernen.de
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1.2. Berechnung von Wachstums— und Abnahmefaktoren

Schrittldnge: 1 Stunde

f(n): Anzahl der Salmonellen
nach n Stunden
f(n)=100 - q"

1. Salmonellen vermehren sich unter
bestimmten Bedingungen
exponentiell. Anfangs befinden sich
in einem Liter Fleischextrakt 100
Salmonellen, drei Stunden spater
etwa 32 000.

Gleichung:

n=3; f(0)=100; f(3)=232000
f(3) =32 000 und f(3) =100 - ¢®
< 32000=100" ¢
©q*=320q=6,84

Die Anzahl wachst stlindlich mit dem

Faktor 6,84.

Mit etwa welchem Faktor wachst die
Anzahl stlindlich?

Wenn folgende Werte gegeben sind
» der Ausgangswert Wert f(0),
» ein neuer Wert f(n)
» die Anzahl der Schritte n,
dann kannst daraus den Faktor q
Berechnet werden, mit dem sich
die Werte mit jedem Schritt &ndern:
* Setze in die Gleichung
f(n) =f(0).q"
die Werte fir f(n), f(0) sowie n
ein und I8se nach q auf.

Schrittlange: 1 Tag

f(n): Masse nach n Tg. [mg]
Gleichung: f(n) =f(0) - q"
n=278,c=%

2. Chrom 51 hat eine Halbwertszeit von
27,8 Tagen.

a) Wie viel Prozent betragt die tagliche
Abnahme?

a) f(27,8)= Y4 f(0) und f(27,8) = f(0) - g?’#

b) Zu Beginn einer Beobachtung sind 72 (0) = (0) - 9" & q*2 ="
300 mg Chrom 51 vorhanden. Stelle
die Gleichung der Funktion f auf, die

die tagliche Abnahme beschreibt.

1
eq=%"" & q=0,9754

q=1-755 ©700= 0.0246
o p=246
Die tagliche Abnahme betragt etwa

2,46%.

b) (0) = 300; q = 0,9754
f(n) = 300 - 0,9754"

1.3. Berechnung von altem Wert, neuem Wert und Schrittzahl

Wenn folgende Werte gegeben sind

» Anzahl der Schritte

» ein Faktor ¢ der einen
vorhandenen bestand in den
vervielfachten Bestand andert

Kann daraus der Faktor q berechnet

werden, mit dem sich die Werte mit

jedem Schritt andern.

@ Setze in die Gleichungen
f(n) = ¢ - f(0) und f(n) = f(0) - q"
die Werte fir n und c ein.

@ Setze die beiden Terme fir f(n)
gleich und dividiere durch f(0).
Du erhéltst die Gleichung

c=q"
Lbse sie nach q auf.

1. Eine exponentiell wachsende c=3
Bakterienkultur verdreifacht ihre
Masse alle zwei Tage. Mit

welchem Faktor wéachst sie

Schrittlange 2 Tage:

a) 1 Tag=" -2 Tage
q=3%=3=1,732

a) taglich?

b) wochentlich?

c) stiindlich?

Die Masse wéchst taglich mit
dem Faktor 1,732.

b) 1 Woche = 3,5 - 2 Tage
q=23% =46,77

Die Masse wachst wochentlich

mit dem Faktor 46,77.

1
c) 1 Stunde = 4—8-2 Tage
1
g=3 *® =1,023

Die Masse wachst stiindlich mit
dem Faktor 1,023.

Wenn folgende Werte gegeben sind
» ein Faktor c
» eine Schrittlange d, in der sich

Der Bestand um den Faktor andert,
Kann daraus der Anderungsfaktor q zu
einer anderen Schrittldnge d, berechnet
werden
@ Rechne die Schrittléange d, in die

Schrittlange d, um:

d,=k-d,

® Berechneq: q=c*

Hinweise:

1. Der Anderungsfaktor q wird nicht
nur von der Schnelligkeit des
Wachstums- bzw. Abnahmepro-
zesses bestimmt, sondern auch
von der jeweiligen Schrittlange.

2. Andert sich ein alter Wert mit jedem
Schritt der Lange 1 mit dem Faktor q,
so andert er sich mit jedem Schritt
der Lange k mit dem Faktor g*:

f(n) =f(0) - o
« f(kn) =£(0) - (q)

www.treff-lernen.de
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1.4. Differenzialgleichung des exponentiellen Wachstums

Der Bestand einer Population von
Feldmausen entwickelt sich
ungefahr nach der Differenzial-

gleichung f(t) = 0,07-f(t), wobei f(t)

die (idealisierte) Zahl der Mause
(pro Hektar) zum Zeitpunkt t (in
Monaten) angibt.

a) Wie lange dauert es, bis
sich eine Population von 170
Feldmausen auf 3000
vermehrt ?

2. Prozentuales Wachstum

f(t) = 0,07-f(t)

f(t) = C e 007t

Zm Zeitpunkt t = 0 gibt
es 170 Feldmause.

f(0) =170 = C g 007+
170=C

f(t) = 170 + & 007+

Loésung als Differenzialgleichung
f'(t) =k f(t)

ﬂ(l)_ =k
f(t)

4 dt -J'kdt

weil: J" %XL)) dx = In ([f(x)| )

=kt +C
Integrations-
konstante

In | f(t) |

f(t) | = e - e
eC ist auch nur eine Konstante,

deshalb kann man daflir auch
wieder C schreiben.

da e — Funktion immer positiv,
kann der Betrag weg gelassen
werden.

f(t) = C e~

1. Bestimme den Anderungsfaktor,
wenn mit jedem Schritt

a) der alte Wert um 12% wachst.

b) der alte Wert um 4,8% abnimmt.

c) der alte Wert um ein Flnftel wachst.

d) der alte Wert um ein Viertel abnimmt.

a) Es liegt Wachstum vor.

0/ = 190 b _
p% 12_<0L@ 100 =0,12
q—1+100—112

b) Es liegt Abnahme vor.

p% = 4,8% “T?E = 0,048

q-1—78—0 0,952

c) Es liegt Wachstum vor.

p% =20% & -02
q 1+78—0 1,2
d) Es liegt Abnahme vor
p% = 25% & 100-025
q=1- Tg_o =0.75

Handelt es sich um eine exponentielle
Anderung und ist die prozentuale

Anderungsrate p% bekannt, dann lasst

sich daraus der Anderungsfaktor q
bestimmen:

o= b
Wachstum: q=1+ 100

Abnahme:q=1- _P_
100

Hinweise:

Der Faktor q, mit dem sich der alte
Wert bei jedem Schritt &ndert, heil3t
Anderungsfaktor. Fiir q > 1 spricht
man von Wachstumsfaktor, fir

0 < g < 1 von Abnahmefaktor.

Den Prozentsatz, um den ein Wert
von einem Schritt zum nachsten
wachst oder abnimmt, nennt man
prozentuale Anderungsrate.

© Dipl.-Math. Armin Richter
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3. Zinseszinsrechnung
2. Sandra hat zu ihrem 13. Geburtstag  a) Laufzeit: n = 5 [Jahre] Wird ein Kapital zu einem Zinssatz von

ein Sparbuch mit 1000 € bekommen.

Das Geld ist bis zu ihrem 18.
Geburtstag mit einem Zinssatz von
3,5% festgelegt. Aus ihrem 18.
Geburtstag will Sandra ein Mega-
Event machen. Sie rechnet mit
Kosten von 1 300 €. Sandra hebt ihr
Erspartes ab.

a) Wie viele Euro fehlen noch?

b) Wie viel hatte am Anfang gespart
werden muissen, damit das Geld
gereicht hatte?

c) Bei welchem Zinssatz hatten die
1 000 € gereicht?

d) Vor wie vielen Jahren hatte Sandra
das Sparbuch bekommen missen,
damit das Geld gereicht hatte?

3. a) Ein Kapital wird mit einem
Zinssatz von 4,5% angelegt. Nach
wie vielen Jahren hat es sich
verdoppelt?

b) Zu welchem Zinssatz muss ein
Kapital angelegt werden, wenn es
sich nach 12 Jahren verdoppelt
haben soll?

Anfangskapital: K, = 1 000 [€]
Zinsfaktor: q=1,035
gesucht: Endkapital K,

K, =1000 - 1,035°
K,=1188

Es fehlen ca. 112 €.

b) Laufzeit:  n =5 [Jahre]
Endkapital: K, =1 300 [€]
Zinsfaktor: q = 1,035
gesucht: Anfangskapital K

1300 =K, - 1,0355

K = 1300 = 195
° 1,035

Es hatten ca. 1 095 € gespart
werden missen.

c) Laufzeit: n =5 [Jahre]
Anfangskapital: K, = 1 000 [€]
Endkapital: K, = 1 300 [€]
gesucht: Zinssatz p%

1300=1000-q¢°

- 1300_
= |-===1,054
9% N7000
p% = 5,4%
notwendiger Zinssatz: 5,4%

d) Anfangskapital: K, =1 000 [€]
Endkapital: K =1 300 [€]
Zinsfaktor: g = 1,035
gesucht: Laufzeit n

1300 =1000 - 1,035"
1,035" = 1300/ 1000
n-1lg1,035=1g1,3

- _lg13 _ -
N= ig1035 -6
Laufzeit: etwa 8 Jahre

a) Anfangskapital: K,
Endkapital: K =2 K
Zinsfaktor: q = 1,045

gesucht: Verdopplungszeit n
2K, =K, 1,045

1,045 = 2
n-1g1,045=1Ig2
- g2 _
n=ig1,045 197

Verdopplungszeit: 16 Jahre

b) Anfangskapital: K,
Endkapital: K =2 K
Verdopplungszeit: n = 12
gesucht: Zinssatz p%
2K0=K0-q12@q12=2

o q="22=1,059
p% =5,9%
notwendiger Zinssatz: 5,9%

p% verzinst und bleiben die Zinsen auf

dem Konto stehen, so wachst das

Guthaben jahrlich nach der Formel:
K,=K,-q

Dabei bedeuten:

n: Laufzeit [in Jahren]

K,: Anfangskapital

K,: Endkapital nach n Jahren

q: Zinsfaktor, der sich aus dem

Zinssatz p% ergibt:
=1+ P2
a=1* 700
Kennst du drei der vier GréRen,
so kannst du die vierte berechnen.
Gehe so vor:
1. Schreibe auf, welche GréRen be-
kannt sind.
2. Ist der Zinssatz p% gegeben, so
berechne den Zinsfaktor q:
3. Setze die GroRen in die Gleichung
K, =K, - g" ein und lése nach
der gesuchten GroRRe auf.
4. Ist der Zinssatz p% gesucht, so
berechne zunachst q und anschlie-
Rend p.

Hinweise:

Da ab dem 2. Jahr nicht nur das
Anfangskapital K , sondern auch die
jeweiligen Zinsen verzinst werden,
spricht man von Zinseszinsen.

Verdoppelt sich ein zu p% angelegtes
Kapital nach n Jahren durch Zinses-
zinsen, dann gilt fir das Endkapital K :
K,=2-K,undK =K;-q"
Hieraus folgt:
2-K,=K,-q"; also
q"=

L - _p_
Dabeiistg=1+ 100

Hinweise:

Die Verdopplungszeit eines Kapitals
hangt nur vom Zinssatz p% ab und
nicht vom Anfangskapital. Fur die
Verdopplungszeit n gilt die folgende
Naherung:

n=10

7
p

www.treff-lernen.de

© Dipl.-Math. Armin Richter



http://www.treff-lernen.de/

Wachstum

Seite 9

Aufgabe

Losung

Erlauterung

4. Beschranktes Wachstum

4.1. Berechnung von altem Wert, neuem Wert und Schrittzahl

1. Ein Glas Milch aus dem Kiihlschrank
(4°C) wird auf Raumtemperatur (20°C)
gebracht

Zeit(min) 0 05 1 15 2 25
Temp. 4 8 113 133 15 16,3

a) Welche Temperatur hat die Milch
nach 5 min

f(t)= S — (S —f(0)) e+

b) Die Milch hatte nach 2 min 15°, wie kalt
war sie zum Zeitpunk 0.

Gegeben: Gesucht:
E f(0)

f(0) = (S—f(t) e~ S

a) $=20
f(0) = 4°
k =0,609265
t=5
f(x) =S — (S - f(0)) e™
f(t) = 20 — (20 — 4) e 0609265t
f(5) = 20 — 16 e ~0609265-5
f(5) = 20 — 16 + 0,04753
=19,24

b) S=20
t=2
f(2) = 15°
k = 0,609265

15 = 20 — (20 — f(0)) e ~0.6092652
—5=— (20 — f(0)) e-"1285

e:?zss =-16,91=-20 +f(0)

Die Gleichung fir beschranktes
Wachstum enthalt 5 Werte. Damit
missen vier Werte bekannt sein,
wenn man aus

einer Gleichun
einen Wert berechnen soll

Bei vielen Aufgaben zu
beschrankten Wachstums-
prozessen ist

» die Grenze

» der Wachstumsfaktor
gegeben.

Sind zusatzlich zwei der drei
Grolen

» alter Wert: f(0)

» neuer Wert: f(t)

» Zeitpunkt: t

bekannt, dann kann die 5.
fehlende Groflle berechnet
werden.

f(0) = 3,08
c) Die Milch hat nach 2 min 15°,
wann hat sie 18,5 ° erreicht. c) S=20
f(0) =4
Gegeben: Gesucht: f(t,) = 18,5°
E t, k = 0,609265
f(0) 18,5 = 20 — (20 — 4) g 0609265
f(t,)
18.6 — 20 = @ 0609265+
S —f(t) -(20 — 4)
In|s —0)
t= -~ "= In(0,09375) = — 0,609265 - t
k -2,3671=-0,609265 - t
3,88 =t
4.2. Berechnung von Wachstumsfaktoren
a) Die Milch wurde zum Zeitpunkt O = Fiir das Berechnen des Wachstums-
e M ! a)S =20 e ,
mit 4° aus dem Kihischrank f(0) = 4° faktors k miissen zwei Bestands-
genommen. Nach 1 min hatte die t=1 werte mit ihren Zeitpunkten bekannt
Milch 11,3°. f(1) = 11,3° sein, auflerdem die Grenze S.
Berechne den Wachstums- ’
koeffizienten k. 11,3=20-(20-4)e™
_ 113-20 _ Ist einer dieser Bestandswerte f(0),
In [%E% } -(20-4) ~ e dann ergibt sich eine Gleichung.
= In(0,54375) = — k
t 0,609265 = k
b) Die Milch wurde aus dem Kiihischrank  b) S =20 Ist keiner der Bestandswerte der
genommen. Nach 1 min hatte die f(1)=11,3° Wert zum Zeitpunkt 0, dann ergibt
Milch 11,3° und nach 2,5 min 16,3° f(2,5)=16,3° sich ein nichtlineares

Berechne den Wachstums
koeffizienten k.

In [ﬁgzﬁ

tz_t1

11,3 = 20 — (20 — f(0)) e
16,3 = 20 — (20 — f(0)) e 25

11.3-20

=5 =20-1(0)
16,5 -20

e-25k =20 -1(0)
113-20 _ 16.5-20

e - @25k

Gleichungssystem.

Beide Gleichungen nach S - f(0)
auflésen und Gleichsetzen.

© Dipl.-Math. Armin Richter
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4.3. Berechnung der Grenze

f(0) kann berechnet werden, wie
unter 4.1. b) angegeben.

Seite 10 Wachstum
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11320 16.5 — 20 Exponentialfunktionsausdricke und
* g = ’ 25k konstante Zahlen jeweils auf eine
Seite bringen
M =e-keg25k=g 15k
16,5-20 Zusammenfassung nach den
8.7 Potenzgesetzen

— =g 15k

-35
In(2,4857)=1,5k

k =0,6070

a) Die Milch wurde zum Zeitpunkt O
mit 4° aus dem Kihlschrank
genommen. Nach 1 min hatte die
Milch 11,3° bei einem Abkuhlungs-
koeffizienten k = 0,609265.
Berechne die untere Grenze S.

f(t) - f(0)- e~

S= 1-—e*t

b) Die Milch wurde aus dem Kiihlschrank
genommen. Nach 1 min hatte die
Milch 11,3° und nach 2,5 min 16,3°

Berechne die obere Grenze.

f(t,) e —f(t,) e k2

eMtl _ gk

S=

(11,3 — S) g 0609265 =

a) k = 0,609265
f(0)

t
f(1)=11,3°

11,3 =S — (S — 4) g-0s005

11,3 — 4 @-0600265
11,3-2,175

0,6
=4°
=1
= 1

= S (1 — e—0,609265 )
=S +0,45625
=S
b) k = 0,609265

f(1) = 11,3°

f(2,5) = 16,3°

11,3=S-(S
16,3=S -
11.3-8

e -0,609265

16.5-8
@ -15731625 = =S -1(0)

11.3-S _ 165-S

@ -0609265 @ 15731625

(16’5 — S) e1,5731625

- f(O)) e —0,609265
(S _ f(O)) e ~1.5731625

S-1(0)

11.3 ¢ @0609265 _ 15 « g 15731625 =

c) Die Milch wurde mit 4° aus dem
Kihlschrank genommen. Nach 1
min hatte die Milch 11,3° und
nach 2,5 min 16,3°. Berechne
den Wachstumskoeffizienten k
und die obere Grenze.

S( e 0,609265 __ e 1,5731625 )

11,3

e 0,609265 _ 16 .e 1,5731625
e 0,609265 __ e 1,5731625

20,7816 — 7714997 _ g
1,839079 — 4,82187

189=8
c) f(0) =
f(1) = 11,3°
f(2,5) = 16,3°
11,3=S—(S—4)e™
16,3=S — (S —4) e 25

Fir das Berechnen der Grenze S
muissen zwei Bestandswerte mit
ihren Zeitpunkten bekannt sein,
auRerdem der Wachstumsfaktor k.

Ist einer dieser Bestandswerte (0),
dann ergibt sich eine Gleichung.

Ist keiner der Bestandswerte der
Wert zum Zeitpunkt 0, dann ergibt
sich ein nichtlineares Gleichungs-
system.

Beide Gleichungen nach S - f(0)
auflésen und Gleichsetzen.

Gleichungen gleichsetzen und
nach S auflésen.

Gleichungssysteme mit einer
Unbekannten im Exponenten und
einer Unbekannten auf der
Grundlinie lassen sich nicht mehr
aufloésen.

Es muss logarithmiert werden und
dabei entstehen Logarithmen-
ausdriicke, die Summen enthalten
und deshalb nicht mehr auflosbar
sind.

www.treff-lernen.de

© Dipl.-Math. Armin Richter



http://www.treff-lernen.de/

Wachstum

Seite 11

Aufgabe

Losung

Erlauterung

4.4. Die Differenzialgleichung des beschrankten Wachstums

1)

Ein Teich bietet Platz fir maximal
7000 Fische. In einem Modell soll
angenommen werden, dass die
Anderungsrate des Fischbestandes
proportional zur Anzahl der noch
Platz findenden Fische ist. Anfangs
befinden sich 4000 Fische im Teich.
Nach einem Monat sind 4400 Fische
vorhanden.

a) Geben Sie eine zugehdrige
Differenzialgleichung an.

b) Bestimmen Sie eine Funktion,
welche diesen Fischbestand in
Abhangigkeit von der Zeit beschreibt.

2)

Das beschrankte Wachstum
einer Population genlgt der
folgenden Gleichung

f(x) = 7000 — 3000 e 0143

Gib die zugehdrige
Differenzialgleichung an.

£'(t) = k (S — f(t) )

a)

f'(t) = k (7000 — f(t) )
b)

f(x) = S — (S - f(0)) e+
f(x) = 7000 — 3000 e+

firx=1ist f(1)=4400
liefert k = 0,143

f(x) = 7000 — 3000 & 014~
£(x) = — 3000 (~0,143) g-014«
%%)4—3 — 3000 « @014+

- f(x)
f(x) = 7000 + 0,143

— 0,143 f(x) = 7000 (=0,143) + f(x)

f(x) = 0,143 (7000 — f(x) )

4.5. Die Differenzialgleichung der beschrankten Abnahme

Loésung als Differenzialgleichung
f'(t) = k (7000 —f(t) )

() N
7000 — f(t)

My
7000_f dt -J'kdt

weil:

£(x)
| e f) ax = n (160 )

—In [7000 - f(t)] = kt +C
|7000 — f(t)| = e e®
eC ist auch nur eine Konstante,

deshalb kann man dafiir auch
wieder C schreiben

Das Auflésen des Betrages flhrt
zu beschranktem Zuwachs oder
beschrankter Abnahme:

S —f(t) > 0 beschranktes Wachstum
S —f(t) < 0 beschrankte Abnahme
f(t)=7000-Ce™

Zum Zeitpunkt t = 0 gab es 4000
Fische:

f(0)=4000=7000—-C 1

=>C =3000

(aus der Berechnung von C wird
klar, dass C nur S — f(0) sein kann)

Zum Zeitpunkt t = 1 gab es 4400
Fische:

f(1) = 4400 = 7000 — 3000 e+
=>k=0,143

HeilRer Kaffee von 70°C kiihlt sich bei
einer Zimmertemperatur von 20°C
innerhalb von 10 Minuten auf 48° ab.
Danach bleibt er weitere 20 Minuten
stehen. AnschlielRend wird er zur
Herstellung von Eiskaffee in die
TiefkUhltruhe mit -18°C gestellt.

£1(t) = k (S - f(t) )
= k (20 — f(t))

f(t) = 20 + 50 e-o0s7oet

Temperatur nach weiteren

20 min ist die Temperatur

nach 30 min

f(30) = 20 + 50 » g 00579830
=28,78°

Fur die Tiefklhltruhe andern
sich S =-18°; f(0) = 29°

(Die Zeit beginnt wieder bei 0)
k als ,Materialkonstante” bleibt

erhalten.
29=-18-C -1
47 =C

f,(t) = —18 + 47+ g 005798t

—In]20 = f(t)] =

A1 N
20 — f(t)

s at = [kt
—f(t)
kt +C
|20 —f(t)] = e ™ e®
20 -f(t)<0
ft)=20-Ce™
Zum Zeitpunkt t = 0 war die
Temperatur 70°
70=20-C -1
50=-C
-50=C
Zum Zeitpunkt t = 10 war die
Temperatur 48°:
f(10) = 48 = 20 + 50 e 10
=>k =0,05798

© Dipl.-Math. Armin Richter
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Wertetabelle Funktionsbild
7 53,3202 80
8 51,4432 75 f(t) =20 + 50 g-oosrset |
9 49,6720 70
10 48,0005
11 46,4232 65 \
12 44,9348 60 1\
13 43,5302 55 \\
14 42,2047 50 \
15 40,9539 45 \
16 39,7735 40 AN
17 38,6596 a5 AN
18 37,6085 N
19 36,6166 30 ~
20 35,6806 25 —
21 34,7973 20
22 33,0637 15
23 33,1771 10
24 32,4348 5
25 31,7344 0

26 31,0734
27 30,4496
28 29,8610
29 29,3055
30 28,7813

0 5 1015202530354045505560

31 28,2866 Funktionsbild
30
* Wie lange dauert es insgesamt, 5° sind erreicht bei: 25 \ f(t) = —18 + 47+ 0057581
bis sich der Kaffee von 70°C auf 5= _18 + 47+ @ -0057s8t \
3 " 20
5°C abgekihlt hat? t=12.32 min \
’ 15
Nach insgesamt 42,32 min 10 \\
ist der Kaffee auf 5° abgekuhlt. 5 \
0 AN
* Wann erreicht er die 0° sind erreicht bei: 5 1 152&) 0354045505560
Temperatur 0°C? 0 = —18 + 47+ 005798t 10 e
t= 16,55 min ) ~—
-15
Wertetabelle -20
10 8,3205
11 6,8378
12 5,4387
13 4,1184
14 2,8724
15 1,6966
16 0,5871
17 -0,4599

4.6. Lineare Zunahme und beschrankte Abnahme

In einem Wasserbecken, das sowohl
eine Zufluss- als auch eine Abfluss-
moglichkeit besitzt, befinden sich zu
einem bestimmten Zeitpunkt 100 m?
Wasser. Ab diesem Zeitpunkt andert
sich das Wasservolumen im Becken,
wobei die Anderungsrate des
Volumens durch

v(t) = — 0,49e 0007 (t > Q)
beschrieben wird. (t in Stunden, v(t) in
m? pro Stunde).
a) Nimmt die Wassermenge im Becken

zu oder ab?

b) Bestimmen Sie einen Funktions-
term V (t) fir das Wasservolumen!

a)

Dartiber entscheidet das Vorzeichen
der 1. Ableitung. v(t) ist die erste
Ableitung, da es die Anderungsrate
ist.

Die Funktionswerte von v(t) sind
immer negativ, also nimmt die
Wassermenge ab.

b)
Die tats&chliche Wassermenge ist
das Integral Giber die Anderungsrate:

t
V(t)= - 0,49 fo e 0007 dfx
_ 049

= 007 | & "] =70emn-70

0

www.treff-lernen.de
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c) Mit welchem Wasservolumen
im Becken ist langfristig zu
rechnen?

d) V (t) erfullt eine Differenzial-
gleichung der Form
V'(t) = 0,007 (a -V (t)).
Bestatigen Sie dies!

e) Begriinden Sie mithilfe dieser
Differenzialgleichung, dass die
Veranderung auf einen
konstanten Zufluss und einen
vom Bestand zeitabhangigen
Abfluss zuriickgeflihrt werden
kann!

f) Wie gro misste dieser
konstante Zufluss sein, damit
sich im Becken langfristig ein
Wasservolumen von 50m?
einstellt, wenn V(t) eine
Differenzialgleichung der
angegeben Form erfiillt?

V(t) = 70 e 00" 70

Die sich verandernde Wasser-
menge ist zu den urspriinglich
100m? zu addieren. Da die
Werte negativ sind, reduziert
sich die Wassermenge:

V(t) = 100 + (70 e 07 — 70)
= 30 + 70 e 00T

Firt — « betragt der Grenzwert 30 m* .

(Im allgemeinen sollte hier das Ableiten
der Funktion V(t) ausreichen, und dann
mit dem Ausdruck der 1. Ableitung
gleichsetzen. Es ist nicht das Lésen der
Differenzialgleichung verlangt!)

V(t) = 30 + 70 g-000n

V()= ~70+0,007 o0
= 049 e—0007t

— 0,49 e-0007t
= 0,007 (a— 30 — 70 e—0007)
= _ O, 49 g -0007t 4 0’007 (a _ 30)

Fir a = 30 ist die Differenzial-
gleichung erfillt.

Fur a = 30 fliel3t also eine Menge von
0,007 - a= 0,007 - 30 = 0,21 m®

als konstante Menge zu und

0,007+ V(t) = 0,007+(30 + 70 e 0007 )
ab.

dh. fir t=10: 0,6669 m*
fart=100: 0,4533 m*
fur t = 300: 0,2700 m?
furt=600: 0,2173 m?

Fir t — « betragt der Grenzwert
-70 m3. Es flieRen also 70 m3
ab.

Da der erste Teil der Funktion
positiv ist, nahert sich die
Funktion von oben dem
Grenzwert.

(Fir Hardliner das Vorgehen
mit der Differenzialgleichung)

fal(-\),q dt = 0,007
M) gi=_

fv(t)_ dt =—0,007 dt

In(|V(t)y-a|) +C =—-0,007t

(V(t) — a) eC = 670,0071
V(t)=a +C'eo0n

Die Gleichung fiir die Anderungsrate
war (siehe Aufgabenstellung):

v(t) = — 0,49 000"
= V/(t) = — 0,007 C' e oo™

,_ 049 _
C 70,007~ 70

V(t)=a +70e-000n

Fur a = 30 wird die oben
gefundene Funktion V(t) erfillt.

V'(t) = 0,007 (a—V (t)

Der erste Ausdruck 0,007+ a ist ein
konstanter Zufluss, da positiv und
zeitunabhangig.

Der zweite Ausdruck ist eine
zeitabhangige GrofRe, die durch
negatives Vorzeichen einen
Abfluss kennzeichnet.

An Hand der Daten sieht man, dass die abflieRende Menge immer kleiner wird,
bis sie im Grenzfall den Wert des konstanten Zulaufs erreicht und sich damit ein
Gleichgewicht zwischen Zulauf und Ablauf einstellt, somit ein Grenzwert fir den

Bestand an Wasser.

Um einen Grenzwert von 50 m® zu
erreichen, muss fur den Grenzwert a
der Wert 50 eingesetzt werden.
Damit ergibt sich fur den konstanten
Zulauf: 0,007 50 = 0,35 m®.
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4.7 Abituraufgaben

Abitur 2009

Finf Stunden nach Ausbruch der
Krankheit erhalt der Erkrankte
ein Fieber senkendes
Medikament.

Von diesem Zeitpunkt an sinkt
die Temperatur nach der Gesetz-
maRigkeit des beschrankten
Wachstums und nahert sich der
normalen Korpertemperatur.
Zwei Stunden nach Einnahme
des Medikaments betragt die
Temperatur 38,4°C.

Abitur 2011

In einer benachbarten Stadt mit
30.000 Einwohner ist bei Beobach-
tungsbeginn bereits die Halfte der
Einwohner an diesem Virus erkrankt.
Es ist davon auszugehen, dass im
Laufe der Zeit alle Einwohner von der
Krankheit erfasst werden und dass
dabei die momentane wdchentliche
Erkrankungsrate proportional zur
Anzahl der bisher noch nicht von der
Krankheit erfassten Einwohner ist.

Die etwas verklarte Formulierung:

. ... wochentliche Erkrankungsrate
proportional zur Anzahl der bisher
noch nicht von der Krankheit
erfassten Einwohner ist.

soll auf beschranktes Wachstum
hinweisen.

c) Man nimmt zur Modellierung zu-
nachst den Proportionalitatsfaktor
0,1 an. Geben Sie eine zugehdorige
Differenzialgleichung an. Bestimmen
sie eine Funktion, welche die Anzahl
der von der Krankheit erfassten
Personen beschreibt.

Wie viele Personen werden demzu-
folge nach 4 Wochen von der
Krankheit erfasst sein ?

Tatsachlich sind es nach 4 Wochen
bereits 22.000 Personen.

Passen Sie die Funktion an die
tatsachliche Situation an.

g(0) =39,5°C  zu bestimmen ist der

g(2) = 38,4°C Wachstumskoeffizient k.

S =365°C

g()=S-(S-g(0)e™
Auflésung der Gleichung nach k:

M)-:e—kt
S—g(0)

1. S=at)
k==1I" 590

Jetzt wird der gegebene Wert
g(2) = 38,5°C eingesetzt:

o 365—384}

== 5N 1365-395

1 /=19 1
=—5 In[_3 } — 5 In(0,63333)

= 0,2284
(gh=365+3e0 |

Die DGL fir beschranktes Wachstum:

f)=k (S—ft))  f(0)= 15000
S =30 000
k=0,1

f'(t) = 0,1 (30 000 — f(t))
f(t)=S - (S—1f(0)) e
f(t) = 30 000 — 15 000 e 0

Bei dieser Funktion ergibt sich fur t = 4:

f(4) = 30 000 — 15 000 e-%4 =19 945

f(4) = 22 000 = 30 000 — 15000 e ***

22000=30000 _ .
~15 000
In(0,533333) = — k 4
~%1n(0,533333) = k
0,1571 =k

f(t) = 30 000 — 15 000 e 0571t

Zunachst ist von bisherigen
Krankheitsverlauf f(5) zu berechnen,
das sich in diesem Fall zu 39,5
ergeben hat. das ist jetzt der
Anfangsbestand g(0) fiir die weitere
Rechnung.

Zwei Stunden nach Einnahme des
Medikaments betragt die
Koérpertemperatur 38,4°C.

Die normale Kérpertemperatur wurde
in der Aufgabenstellung mit 36,5°C
angegeben.

ACHTUNG ! Es steht nichtin der
Aufgabenstellung, dass die Differen-
zialgleichung zu |6sen ist !

Wenn man die Werte kennt, kann
man auch eine Funktion angeben,
ohne die Dgl zu I6sen:

Jetzt sind aber nach 4 Wochen tat-
sachlich 22 000 Personen erkrankt.
Deshalb ist ein neuer Wachstums-

faktor zu bestimmen

www.treff-lernen.de
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5. Medikamentose Wirkstoffmenge im Blut

Eine Abwandlung des exponentiellen Wachstums ist die Berechnung von Wirkstoffmengen im Blut. Fiir exponentielles
Wachstum ist daftir ausschlaggebend, dass die Verabreichung des des Medikamentes nur zum Zeitpunkt t = 0 erfolgt.
Fir immer wiederkehrenden Wirkstoff ist mit der Grundaufgabenstellung des beschrankten Wachstums zu arbeiten.

Die in diesem Abschnitt auftretenden Funktionen sind in den letzten Jahren zum Thema ,Anwendung der Exponential-
funktion“ im Abitur aufgetreten und werden deshalb hier auf ihre Eigenschaften untersucht. Auch, wenn im Abitur auf eine
Bearbeitung mit dem GTR gewollt ist, macht die analytische Bearbeitung doch vieles einfacher und Gberschaubarer.

Diese Funktionen machen nur Sinn, wenn der Exponent eine negative Zahl ist. Deshalb wurden hier die negativen
Vorzeichen im Exponenten mit angegeben. Damit sind die Werte fiir k positiv, die Exponenten aber negativ. Negative
Exponenten bewirken, dass fiir wachsendes x die Funktionswerte gegen 0 (=x-Achse) streben. Positive Exponenten
wurden eine schnelleres streben nach unendlich bewirken.

5.1. Analyse der Funktion | y = X €7

f(x)

600,00
N
500,00 /- ™~

400,00 N

/ -
30000 -/

200,00

100,00

0,00
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

' (x) 5,00

\
4,00 \
3,00 \

2,00
\
1,00 \

0,00 ~
100 200 =Es 800 900 10001100

-1,00
5.1.1 Extremwert
Extremwert: , y= axe*

=>1 %=} y' = a (e™ — kx e™)
=ae™®™(1-kx)
5.1.2 Wendepunkt
> y" =a (- ke™ —ke™ + k2 xe™)

Wendepunkt =>[x,= 5 =2x% = a ke** (= 2 + kx)
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Beliebte Fragestellung n diesem Zusammenhang ist, gesucht sind die Punkte des steilsten Anstiegs und des steilsten
Abfallens. Grundsatzlich sind diese Punkte die Wendepunkte einer Kurve. In dem steigenden Teil der Kurve gibt es aber
keinen Wendepunkt. In diesem Teil ist der Punkt des steilsten Anstiegs der Nullpunkt (Randextremum). Betrachtet man
die erste Ableitung werden in der Klammer Werte von x subtrahiert, so dass da der gréte Wert entsteht, wenn x = 0 ist.
Betrachtet man die e-Funktion, so ist e eine monoton fallende Funktion, fir grofRer werdende x werden die
Funktionswerte kleiner. Damit hat die erste Ableitung ihren gréf3ten Wert bei x = 0.

Damit ist der steilste ;

=l iaq- f(0)=a [= a e‘O} (s. Anstieg des
mogliche Anstieg: zweiten Wendepunktes)
Der Wendepunkt auf der 2
monoton fallenden Seite der f'()=-ae?

Funktion hat als Anstieg:

5.1.3 Abituraufgabe

Abitur 2009
Funktionskurve

Die normale Kérpertemperatur Die héchste Kérpertemperatur tritt nach 42
eines gesunden Menschen liegt 10 Stunden auf. Der verwendete k Wert 41
bei 36,5°C. Die Funktion f mit betragt k = 0,1.

40 7N

f(t)=36,5+te 0" Die Formel fir den Extremwert : x_ = K / N

38
beschreibt modellhaft den . O . _ N
Verlauf einer Fieberkurve bei Damit ergibt sich aus hier x; = 10. 37
einem Erkrankten. Dabei istt =0 36
die Zeit in Stunden nach o .
Ausbruch der Krankheit und f(t) Die starkste Abnahme erfolgt im 35

Wendepunkt bei x = 20. 0 5 101520253035404550

die Kérpertemperatur in °C.

Nach der hergeleiteten Formel ist der
Wendepunkt x,, = 2 x.. Auch das

entspricht dem Ergebnis.
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5.2. Analyse der Funktion

y:axn e—kX

Fir n = 1 ist es die unter 5.1. untersuchte Funktion

Fir n >= 2 existieren 2 Wendep

unkte.

Bisher sind im Abitur nur Funktionen mit n=2 aufgetreten. Hier erfolgt die Untersuchung fiir allgemeines n

Die angezeigten Kurvenbilder sind von einer Kurve fir n = 2.

xE
[ |
f(x 200000 i
(x) | ' |
]
150000 I i I
—l\
100000 / LA N
I/ ' N
1 \
50000 1 N
1 I \
T v | ‘
0 100 20@ 300 ®400 500 600 700 800 900 1000 1100
[ |
f'(x) 1000 i . !
[\ ¢
800 \ 1
[P\
600 I \ i
400 ! . !
\ "
200 I \. I
0 NI
100 2&3(0|40 500 600700 800 900 1000 1100
-200 i | =
I \__/
-400 1
| 1
| i |
50 i
n
(%) w41 !
30 [ ] [
\ | |
20 \I l
10
. |
0 300 . 400 500 600 700 800 900 1000 1100
10 | u |
1 |
X
w1 Xw2
5.2.1 Extremwert
n y: ax" e—kx
Extremwert: = Ix.= i y' = a(n X e — k x" e*x)
=ae™x (n —kx)
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5.2.2 Wendepunkt
2. Ableitung
Wendepunkt - _ n=\n_ an y" =a (n(n-1) x0-2 g™« — kn x-1 gk
= | Xw kK Xk n-1) @=kx 4+ k2 yn @—kx
— kn x(1 g7 + k2 xn g7 )
=ax™? e* (n(n-1) — 2kn x + k2 x2)
=lx = n+Vn =x + an 2. Ableitung gleich 0 setzen
" k =k y"=0=n(n-1) - 2kn x + k? x?

Die Position des steilsten
Anstiegs und des steilsten
Abfallens ist hier eindeutig
an den Stellen der
Wendepunkte.

5.2.3 Abituraufgabe

Die Wendepunkte liegen
symmetrisch zum Extremwert !

-1
. iy (= "
f'(X,,) = @ Vn e )Ek }

== oo 25

x2=2n/kx+n(n-1)/k? =0

_n 2 p2p
Xig Tk * {E] T TR
_n_
Tk Ek
y'=ae™ xO" (n — kx)
n—1

F(Xy,) = et [”}V”} (n = (n=n))

Abitur 2011

In einer groRen Stadt breitet sich

eine Viruserkrankung aus.

Die momentane Erkrankungsrate

wird modellhaft beschrieben

durch die Funktion f mit
f(t)=150t2e02 t=0

Dabei ist t die Zeit in Wochen seit

Beobachtungsbeginn und f(t) die

Anzahl der Neuerkrankungen pro

Woche.

Der Maximalwert ist nach 10
Wochen erreicht. Die Formel
fir den Extremwert ist:

_nh _2 _
X =) = 02° 10

Die starkste Zunahme ergibt
sich bei x,,, = 2,93 und die

starkst Abnahme bei
Xy, = 17,07

Die Formel fiir die beiden
Wendepunkte fiirn = 2:

-2=V2 _ 05857 5 gogg

XW1 k 0‘2
_ 2+\2 _3.4142 _
X = S 02 17,07

2500

2000

1500

1000

500

400

300

200

100

-100

Funktionsbild

—

ya

N\

AN

5 10 15 20 25 30

1. Ableitung
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5.3. Analyse der Funktion y=a(e*x—e*x)

Der zweite benutzte Funktionstyp stellt die Differenz zwischen zwei e — Funktionen dar. Der Anfangsbestand B(0), in dem
Funktionsausdruck der Faktor a, ist fiir beide der Gleiche.

Die Subtraktion muss ebenfalls sein, fiir eine Addition wiirde es eine monoton fallende Funktion bleiben.

k, muss immer kleiner als k, sein, da kleiner k Werte gréRere Funktionswerte geben. Ware k, gréRer als k,, wiirde die

Differenz negativ werden, was fachlich gesehen Unsinn ist.

y' = _a (k1 e—k1X —_ k2 e—k2X )

y'=a (k12 e —KIx _ k22 e —kax )

5.3.1 Extremwert

100

90

80
70 /

60

50
40 /

30
20/

10/

0

50
0 100

150

250

350

200 300 400

450
500

550
600

650

750 850

700

800 900

950
1000

Extremwert:

5.3.2 Wendepunkt

y=-a

-~

1

k-

=

In [k;}=x(k1—

e xk1-k2)

k,)

(k1 e —KIx _ k2 e*)=0

Wendepunkt: S IV NS y'=a(kZe  —kZe"®)=0
k—k, | K
k2
XW=2XE kLZ: e xk1-k2)
2
2 k 2
-1 AT P S .5
X k1_kzln[k22}_ k1_kzln[k2}

Der Punkt des steilsten Anstiegs
ist der Nullpunkt, da die erste
Ableitung nur Funktionen e~
enthalt, die fiir groRer werdendes
x kleinere Funktionswerte liefert.

Der Punkt des steilsten
Abfalls ist der Wendepunkt.

f1(0)=—a (k, —k,)

Da k, kleiner als k, liefert

das einen positiven Wert.

Keine brauchbare allgemeine

Formel angebbar. Deshalb
erst x  berechnen.
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5.3.3 Abituraufgabe

Abitur 2012

Ein Medikament kann mithilfe einer
Spritze oder durch Tropfinfusion
verabreicht werden.

a) Bei Verabreichung des
Medikaments mithilfe einer Spritze
wird die Wirkstoffmenge im Blut des
Patienten beschrieben durch die
Funktion f mit

f(t)= 130 (e 02 —e08), 0<t<24
(t in Stunden nach der Injektion, f(t)
in mg).

Der Wert der starksten Abnahme
ist bei 4,62.

Der Wert der starksten Zunahme
bei 0.

Der Extremwert liegt bei etwa 2,31.

Die Formel fir den Extremwert:
X = 1 In k—1
£ k1 - k2 K,

flrk, =0,2und k,=0,8
liefert das:

1/-0,6 *In (0,2/0,8)
—5/3*In (0,25)
2,3105

Xe

Formel fir den Wendepunkt:
X =2 %
X, = 4,62

Funktionskurve
65 -
\
50 4N\
f \
35 4| \,
20 NG
N
T
5 ——
10 6--810121416182022242628
1. Ableitung
65
50
|
3541
\
20 4-\
\
5
AN
" ———
-10 2 6810121416182022242628
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6. Warteschlangen Aufgaben

Das Wachstum und der Abbau von Warteschlangen wird ebenfalls mittels e — Funktionen oder analogen Funktionen
beschrieben. Im Gegensatz zu den vorherigen Aufgaben, die einzelne Funktionswerte berechnen, muss in diesem
Aufgaben auch ein Integral tber die Funktion berechnet werden. Da es sich grundsatzlich um Funktionen handelt,
die ein Produkt darstellen, kann manuell keine Stammfunktion ermittelt werden und es muss alles iber den GTR als

bestimmtes Integral berechnet werden. Manchmal ist es auch mdéglich mit Hilfe des Tl 84 die Integralfunktion zu
benutzen, aber die alteren CASIO Modelle (9750, 9850)kénnen das gar nicht, erst der 9860 kann das.

Abitur 2007

Die momentane Ankunftsrate
an einem Kino — also die
Anzahl der ankommenden
Personen pro Minute — soll
modellhaft beschrieben
werden durch die Funktion f
mit

f(x) = 0,27 + x2 » e 01

Dabei ist x die Zeit in Minuten
seit 19.00 Uhr und f(x) die
Anzahl der ankommenden
Personen pro Minute.

Vor 19.00 Uhr befinden sich noch

keine Besucher am Kartenschalter.

¢) Um 19.20 Uhr 6ffnet der
Kartenschalter des Kinos.
Pro Minute kénnen durch-
schnittlich flr 6 Personen
Karten ausgegeben werden.

Y1: f(x)=0,27 « x2+ g 012

(1) Mit welcher Wartezeit muss eine
Person rechnen, die um 19.20
Uhr zum Kino kommt ?

Die Frage ist, wie viele Personen sind bis
19.20 gekommen. Dazu ist das Integral
Uber f(t) zu berechnen von 0 bis 20.

Fur diese Berechnung ist die Funktion Y1
zu verwenden.

Diese Anzahl ist dann durch 6 zu dividieren,
da 6 Personen pro Minute abgefertigt
werden, und man erhalt die Wartezeit.

JROoMx=1zh. 46602

(2) Wann ist die Zahl der
Wartenden am grofdten ?

Fir die Zahl w(t) der Wartenden
ab 19.20 Uhr gilt .

=

20 X
ff(t)dt + f(f(t)—e)dt.
0 20

Die Zahl der Wartenden bis 19:20 ist ein
konstanter Wert und kann Uber das

Integral mit der Funktion f(t) berechnet
werden, siehe (1).

Die Zahl der neu hinzukommenden Wartenden
pro Minute ist f(t) und die Zahl der
abgefertigten Wartenden pro Minute ist 6.

Y3 : Y1-6

(3) Wie viele Besucher warten dann ?

Das Maximum der Gesamtsumme wird dort
erreicht, wo die Funktion Y3 ab t = 20 den
maximalen Flacheninhalt erreicht. Das ist an
der Stelle, an der die Funktion die x-Achse
schneidet und negative Funktionswerte
erreicht. Ab diesem Zeitpunkt wird von der
Flache subtrahiert (Flachen unterhalb der
x-.Achse).

Die zweite Nullstelle liegt bei 31,83 und ist
damit der Zeitpunkt, bei dem die meisten
Besucher warten.

ey
n=zx1.B2z2199 Y=n0

Damit ist das Integral von t = 20 bis zur
Nullstelle t = 31,83 zu berechnen.

Der Flacheninhalt dieses Bereiches
betragt 24 Personen. Mit der Anzahl der
Personen, die von 0 bis 20 erschienen
sind, betragt die maximale Anzahl der
Wartenden 134,5 + 24 = 158,5
Personen = 159 Personen.

=

Ll K Wil - Ly o
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Das Auflésen der Warteschlange
Uber die Integralrechnung ist
etwas schwieriger. Es muss
berechnet werden, zu welchem
Zeitpunkt t nach der Nullstelle
31,83 sich so viele ,negativen”
Flachenteile unterhalb der x —
Achse angesammelt haben, bis
die gesamten ,positiven®
Flachenteile von 159 zu Null

(4) Wann hat sich die
Warteschlange aufgelost ?

X
Y3 : 159+ [ (f(t)—6)dt.
31,83

Das Integral ist tber den MATH
Button in die Funktionsliste zu
laden, nicht Gber SHIFT CALC.

e
H=rfi.FfzeBzz Y=

Hier wird der positive Wert als Konstante
hinzuaddiert. damit ist die Loésung des

Problems erreicht, wenn man von dieser
Funktion die Nullstelle findet. Im anderen

reduziert sind. Das ist eine Frage
nach der oberen Grenze des
Integrals bei vorgegebenen
Flacheninhalt. Mit dem Tl ist

dieses Problem machbar.

Im

Fall misste ein Schnittpunkt mit dem
Wert 159 erzeugt werden.

Die Nullstelle ist bei 71,73 erreicht, dh.
nach 72 min ist die Schlange aufgel6st,
das entspricht der Uhrzeit 20:12

CASIO Taschenrechner ist erst ab CASIO 9860 eine Integralfunktion implementiert.

I

JRCxddx=177.EHE0E

Von 19:20 bis 20:30, wenn die Warte-
schlange aufgeldst sein soll, kommen
noch 177 Besucher.
Bist 19:20 sind 134 Personen gekom-
men (siehe (1) ). Ab 19:20 werden pro
Minute 6 Personen abgefertigt:

g(x) =311 -6x

Die Nullstelle liegt bei 51,83 Minuten.
Diese Zeit ist zu 19:20 zu addieren.
Damit ergibt sich als Endzeit fiir das
Auflésen der Schlange 20:12 .
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Abitur 2014

Die Anzahl ankommender Fahrzeuge vor
einem Grenziibergang soll modelliert
werden.

Dabei wird die momentane Ankunftsrate
beschrieben durch die Funktion f mit

) = 1300 000 t
®= .+ 30000
(tin Stunden nach Beobachtungsbeginn;
f(t) in Fahrzeuge pro Stunde).

Anfangs befinden sich keine Fahrzeuge
vor dem Grenziibergang.

0<t=<30

b) Am Grenziibergang werden die Fahr-
zeuge moglichst schnell abgefertigt,
jedoch ist die momentane Abferti-
gungsrate durch 110 Fahrzeuge pro
Stunde begrenzt.

(1) Wann beginnen sich die Fahrzeuge
vor dem Grenziibergang zu stauen?

(2) Wie viele Fahrzeuge stauen sich
maximal vor dem Grenziibergang?

(3) Welches Ergebnis erhielte man, wenn
die momentane Abfertigungsrate 12
Stunden nach Beobachtungsbeginn
auf konstant 220 Fahrzeuge pro
Stunde erhdht wiirde?

(1M

Die Fahrzeuge beginnen sich
zu stauen, wenn f(t) — 110
grofer als Null ist.

Y2 : Y1-110
Der Stau beginnt bei t = 2,54 h.

(2)

Da die Funktion f die Zuwachsrate
angibt ist die maximale Menge an
Fahrzeugen das Integral zwischen
den beiden Nullstellen.

x1= 254
x2 = 21,86

Maximale Menge:
2325 Fahrzeuge.

@)

1. Lésungsmadéglichkeit

Erste zu kldrende Frage, wie viele
Fahrzeuge sind nach 12 Stunden
im Stau. Die Menge ist das
Integral von der ersten Nullstelle
(ab dann beginnt ja erst das
Stauen von Fahrzeugen) bis zur
Stunde 12.
Nach 12 Stunden sind 1423
Fahrzeuge im Stau.
Y2=Y1-220
Die erste Nullstelle ist bei 5,2, also
auRerhalb des Intervalls ab x = 12,
da erst ab 12 220 Fahrzeuge
abgefertigt werden. Um die Anzahl
der jetzt im Stau stehenden
Fahrzeuge zu bestimmen muss man
das Integral von 12 bis 15,9
bestimmen.

Im Zeitraum von 12 Stunden bis
15,9 Stunden kommen noch
einmal 179,8 Fahrzeuge hinzu, so
dass sich die gesamte Staulange
auf 1423 + 180 = 1603 Fahrzeuge
erhoht.

Eine andere Moglichkeit, die aber
nur fir den Tl gegeben ist, ist die
Addition der bisher gestauten
1423 Fahrzeuge zu der
Integralfunktion ab t = 12. Die
Integralfunktion ist aber beim
CASIO erst ab 9860 moglich. Fur
diese Funktion ist dann der
Maximalwert zu suchen.

X

Y2 =1423 + f(Y‘I -220) dX

12

JROxfx=ezeh 0ea1

Elarl:l;-@—-—-—w
n=1E.80408: Y0

SECIdx=178.79360

In diesem Fall ist nach 15,9
Stunden die maximale Staulange
erreicht mit 1602 Fahrzeugen.
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2. Losungsmoglichkeit

Ein zweiter Ansatz fur das Problem
ware: Die maximale Stauldnge nach C 2
den 12 Stunden ist erreicht, wenn
weniger als 220 Fahrzeuge zum Stau L
hinzukommen. Dh. es ist der x-Wert fir
die Ankunftsrate f(t) gesucht, bei der mtww
der y — Wert 220 ist und der sich im n ! _
monoton fallenden Bereich befinden RE1E.A040E3 Y=2ig
muss.

Damit ist die obere Grenze
bestimmt, bis zu der zu Integrieren
ist, um die maximale Anzahl der im
Stau stehenden Fahrzeuge zu
bestimmen.

Die Frage, wann sich der Stau
aufgeldst hat, (hier nicht verlangt)
geht nur Uber die Integralfunktion,
da es sich um die Bestimmung der TeFar
oberen Grenze des Integrals U= ZTEZLF UV
handelt. Dieser Wert ist ein x- Wert

der Stammfunktion, wahrend bisher

immer y — Werte oder x — Werte

des Integranten berechnet wurden.

Der Stau hat sich genau dann

aufgeldst, wenn die Integralfunktion

eine Nullstelle hat.

Unter der Bedingung, dass ab 12
Stunden jeweils 220 Fahrzeuge
abgefertigt werden, hatte sich der
Stau nach 30 Stunden aufgeldst.

X
Y2 =1423 + f(Y1 —-220) dX

12

Die CASIO GTR kénnen keine Integral-
funktion erstellen. Wie kann man mit
diesen GTR das Problem l6sen, wann
sich der Stau aufgel6st hat. das
angegebene Intervall reicht von 0 < x <

Zum Zeitpunkt t = 12 sind 1423 . ..
Fahrzeuge im Stau. Ab diesem Zeitpunkt JRCodn=zE7E. 71T
kommen neue Fahrzeuge hinzu und es

werden pro Stunde 220 Fahrzeuge

abgefertigt. Wir kdnnen davon

ausgehen, dass immer gentigend

Fahrzeuge bis zum Abbau des Staus

vorhanden sind.

Damit lasst sich die Gesamtzahl aller

ankommenden Fahrzeuge ab 12

Stunden bis 30 Stunden Uber Integral

berechnen.

Ab 12 Stunden bis 30 Stunden kommen
noch 2578 Fahrzeuge hinzu. Damit ergibt
sich als Gesamtzahl von 12 bis 30
Stunden 4001 Fahrzeuge. In dieser Zeit
werden 220 Fahrzeuge pro Stunde

abgefertigt:
4000 _
220 - 18,18 Stunden

oder g(x) = 4000 — 220 * x mit der Nullstelle 18,18 Stunden

www.treff-lernen.de © Dipl.-Math. Armin Richter



http://www.treff-lernen.de/

	Folie 1
	Folie 2
	Folie 3
	Folie 4
	Folie 5
	Folie 6
	Folie 7
	Folie 8
	Folie 9
	Folie 10
	Folie 11
	Folie 12
	Folie 13
	Folie 14
	Folie 15
	Folie 16
	Folie 17
	Folie 18
	Folie 19
	Folie 20
	Folie 21
	Folie 22
	Folie 23
	Folie 24

