Mathematik — Intensivkurs: Vektorrechnung und Analytische Geometrie

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
# Grundlagen der Vektorrechnung
Grundlagen
Vektorrechnung @ Vektoren
¥=(xyz) " €R } Ortsvektoren
x=(xy)" €R’
a=(a,a,a)" €R’ } (freie) Vektoren
a=(,a,) R
a+tb=(atb,a, +b,a, *b,) g?f?e‘:':iz von Vektoren
t* a=(t"a, t*a, t*a,) Produkt von Skalar und Vektor
aj=a= \/alz +a2+a? Betrag eines Vektors
a
a’ = m = (cos «, cos B, cos y) Einheitsvektor mit Richtungskosinus
@ Linearkombination
a,,...a sind eine so heildt jeder Vektor b, der sich in der Form
beliebige Menge b=k a +k,a,+.. +K a
von Vektoren darstellen 1413, eine Linearkombination der
Vektoren a, a,, ...a_. Die rellen Zahlen
K,, K, ... k. heiBen Koeffizienten der
Linearkombination.
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Thema Gesetze und Regeln
@ Linear unabhéngig
Grundlagen , _
Vektorrechnung 0.0 heilRen linear weneaus Nat Na,t..+taa = L)
unabhangig folgt A=N=A= =8 =0
Die lineare Unabhangigkeit einer Menge von Vektoren hangt sehr eng mit der
Dimension des Vektorraumes zusammen. In einem Vektorraum kann es
niemals mehr linear unabhangige Vektoren geben, als die Dimension angibt.
das bedeutet:
In der Ebene kann es niemals mehr als zwei linear unabhangige
Vektoren geben;
Im Raum kann es niemals mehr als drei linear unabhangige
Vektoren geben.
Drei Vektoren in der Ebene und vier Vektoren im Raum sind also immer linear
abhangig. Damit reduziert sich die Fragestellung darauf zu beweisen, ob zwei
Vektoren in der Ebene linear abhangig sind oder nicht, und ob drei Vektoren
im Raum linear abhangig sind oder nicht (es kdbnnen auch bereits zwei
Vektoren im Raum linear abhangig sein!).
% Lineare Unabhingigkeit im R Die beiden Vektoren (2 |-3) und (-2|5) sind linear unabhéngig, da die
Komponenten nicht durch eine Multiplikation mit der gleichen reellen
Fur die Ebene lasst sich die Frage sehr leicht beantworten: Zahl ineinander Uberflhrt werden kénnen. Dafiir sind die Vektoren (3|
4) und (9]12) linear abhangig, da der zweite Vektor das dreifache des
ersten Vektors ist.
In der Ebene sind zwei Vektoren genau dann linear abhangig, o _ o
wenn der eine Vektor ein Vielfaches des anderen Vektors ist. Auf der Grundalge der Definition der linearen Abhangigkeit/
Man bezeichnet sie dann als kollinear. Unabhangigkeit kann man diesen Sachverhalt mathematisch
folgendermalien fassen:
Das Gleichungssystem K - 2| _|=2
hat keine Lésung. -3] " |5
Oder als Linearkombination mit dem Nullvektor:
Das Gleichungssystem hat als Lésung nur die triviale Lésung k =0
. und | = 0.
© Dipl.-Math.
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| . . . A A 3
Grundlagen 7 (HIEENE el i L Gl 17 1 Aus der Definition der linearen Unabhangigkeit ist erkennbar, dass es
: : . . P : sich dabei um die Frage nach der Ldsbarkeit eines Gleichungs-
Vektorrechnun Auch im Raum sind zwei Vektoren genau dann linear unabhangig, wenn sie .
9 keine Vielfachen voneinander sind, dh. sie dirfen nicht parallel sein. systems handeit. Da}zu sollen Qrel Vekt_oren a, b, ¢ betrachtet werden.
Jeder Vektor stellt die Spalte eines Gleichungssystems dar. Nach
Die Frage’ ob drei Vektoren im Raum linear unabhéngig Sind’ ist die Frage’ Definition soll der Nullvektor als Linearkombination darstellbar sein.
ob diese drei Vektoren in einer Ebene liegen oder nicht. Das flhrt zu folgenden Gleichungssystem:
a, b c
Im Raum sind drei Vektoren genau dann linear abhangig, a1 b1 01 t _ 0
wenn die in einer Ebene liegen. Man bezeichnet sie dann als 2 %2 %2 | O = 8
komplanar. a, b, c, S
Ist dieses Gleichungssystem eindeutig |6sbar, dann gibt es nur die
Vier Vektoren sind im dreidimensionalen Raum immer linear abhéngig. Null-LOsung, dass t, r, s gleichzeitig 0 sind. Damit sind die Vektoren
linear unabhangig. Entstehen in der letzten Zeile alles Nullen (ein
Widerspruch ist bei homogenen Gleichungssystem nicht mdglich)
dann ist das Gleichungssystem mehrfach I6sbar, die Vektoren sind
linear abhangig. Dabei sind t,r und s die skalaren Streckfaktoren der
drei Vektoren a, b, und c.
@ Basis Aquivalent zu diesem Gleichungssystem ist die Frage, ist der Vektor ¢
als Linearkombination der Vektoren a und b darstellbar. Das daraus
Dimension Die Dimension eines Vektorraumes ist die maximal | resultierende Gleichungssystem lautet:
mdgliche Anzahl linear unabhangiger Vektoren. b
. a1 1 C1
Basis eine Menge linear unabhangiger Vektoren. ab ot =lc
. . . . 2 2 2
Jeder andere Vektor ist als Linearkombination a b r c
dieser Menge von Vektoren darstellbar. 83 3
Die Anzahl der Vektoren, die in einer Basis mindestens vorhanden sein Hat das obere Gleichungssystem nur die Nulllésung, ist diese
mussen, aber auch hdochsten vorhanden sind, entspricht der Dimension des Gleichungssystem nicht [dsbar.
Vektorraumes. Hat das obere Gleichungssystem von Null verschiedene
A= o, o+ o, {”1, ", ”z} heiRt Basis (hier fiir den R?) Lésungen, ist diese Gleichungssystem losbar.
o, sind die Koordinaten des Vektors
an sind die Komponenten des Vektors Die Ublicherweise und am haufigsten verwendete Basis ist eine
i orthonormale Basis:
orthogonale Basis Eine Basis heil}t orthogonal, wenn alle
. Basisvektoren senkrecht zueinander stehen.
© Dipl.-Math.
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orthonormale Basis Eine Basis heil3t orthonormal, wenn alle

Basisvektoren senkrecht zueinander stehen
und die Lange 1 besitzen.
(= die Basis besteht nur aus orthogonalen

Einheitsvektoren. z.B {1, j, k })

TR

Das ist eine Orthonormalbasis flur die Koordinatenachsen x, , X,
und x,.
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@ Komponentendarstellung und Basis Da bereits aus anderen Gebieten 4
Sr:tndlagin Ublicherweise wird ein Vektor in einem Vektorraum mit seinen Komponenten | 928 rechtwinklige Koordinaten- 3
ektorrechnung | 45 gestellt. Die Anzahl der Komponenten entspricht der Dimension des system bekannt ist, benutzt man ,
Vektorraums oder der Anzahl der notwendigen Basisvektoren. fu_r die VektorrecGrmung haufig [V R
Im dreidimensionalen sieht eine Komponentendarstellung wie folgt aus: diese Form. Im Gegensatz zum ¥ b E:
Koordinatensystem werden die .
- 3 Achsen nicht einfach mit Zahlen, 6
az=la, die die Einheit angeben 1, 13
a, gekennzeichnet, sondern man - 1
schreibt die Einheit einer Achse -2
Es stellt sich die Frage, was driicken die Werte a,, a,, a, aus. Dazu soll die als 2-Idimelnsi<IJnaI(Ian \I/ektor bei 0
allgemein Ubliche Basis des 3-dim-Vektorraumes betrachtet werden: dem die Komponenten, die die -3
1 0 0 Achse angibt mit 1 4
0 1 0 gekennzeichnet wird und alle
anderen Komponenten mit O
0 0 1
. . . . . Jeder Vektor der Ebene lasst sich .
°
Linearkombination erzeugen. Da 2
o i es sich um Basisvektoren der .
Damit gilt folgendes Gleichungssystem: Lange 1 handelt, ist der 1
1 0 0 a, notwendige Linearfaktor identisch 6
a 0|+a,|1 +a,| 0= a, mit der jeweiligen Komponente -1, N, 2
0 0 1 a des Vektors: - N
3 Lo
3= 3|1_»|0 . 3
Ein lineares Gleichungssystem ist die Bestimmung der Linearfaktoren der -2 0 1 - )
Spaltenvektoren fiir die Komponentendarstellung der rechten Seite. 4
Diesen Zusammenhang kdnnte man auch herstellen, indem
man folgendes Gleichungssystem aufstellt:
3= 1x -0y
2= 0x+1y
Die Lésungen x und y sind die gesuchten Linearfaktoren.
Die L6sung des Gleichungssystems sind die Komponenten des
Vektors auf der rechten Seite unter Benutzung der Basisvektoren,
© Dipl.-Math. die als Spalten in der Koeffizientenmatrix in Erscheinung treten.
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@ Gleichungssysteme und Vektorrechnung
Grundlagen _ . _ _ Inhomogenes Gleichungssystem als Linearkombination
Vektorrechnung Ein Gleichungssystem heil3t homogen, wenn auf der rechten Seite alle
Elemente gleich Null sind = auf der rechten Seite der Nullvektor steht. x| 3|+ y[zl = [7]
-1 3 5
Die Lésung eines homogenen, linearen Gleichungssystem entscheidet = Die Lésung eines
daruber, ob eine Menge von Vektoren linear unabhangig/abhangig ist. . g
Linearen Gleichungs-
— — — — systems ist die Suche nach
ta +ta,+ta+... =9 den Linearfaktoren, um aus
vorgegebenen Vektoren
Ein Gleichungssystem heilt inhomogen, wenn auf der rechten Seite einen Vektor als
mindestens ein Wert verschieden von 0 ist = auf der rechten Seite ein vom Linearkombination zu
Nullvektor verschiedener Vektor steht. erzeugen.
Losung: R R R
Die L6sung eines inhomogenen, linearen Gleichungssystem entscheidet x=1 — 6
dariber, ob sich ein Vektor b als Linearkombination einer Menge von y=2
Vektoren darstellen laft.
- 5 S _— Inhomogenes Gleichungssystem als Basistransformation
ta+ta+ta,+... =0
Die Losung des Gleichungssystems t,, t,, t,, ... sind die Komponenten des Die Vektoren Jund | sind linear
Vektors b unter Benutzung der Basis a,, a,, a,, ... unabhéngig damit sind sie als Basis
t fur den Vektorraum geeignet. b
1
h = t2 X =+ y =
t3 ..........
5 a, 0, a, Die Komponentendarstellung
des Vektors
Die Lésung eines inhomogenen, linearen Gleichungssystem ist die 1
Komponentendarstellung des Vektors der rechten Seite beztglich der unter der Basis'| und | ist:
Y () g 2
neuen Basis, die durch die Spaltenvektoren gebildet wird.
(Basistransformation) (Bei diesem Beispiel muss man sich von der Denkweise des (iblichen
rechtwinkligen Koordinatensystems I6sen. Es gibt andere
) . . Basisvektoren, die ein anderes Koordinatensystem erzeugen. Es sind
© Dipl.-Math (s. dazu vorheriges Kapitel ,Komponentendarstellung und Basis®) die Faktoren fiir diese Basis gesucht, die den roten Vektor erzeugen.)
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In dieser Basis hat der Vektor | die Komponenten 8 und der

Vektort die Komponenten [(1)]
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Grundl 4 Das Skalarprodukt Genau diese Eigenschaft, dass das Skalarprodukt mit dem cos des
rundiagen eingeschlossenen Winkels zusammenhangt macht man sich bei Ab-
Vektorrechnung standsberechnung zu Nutze. Als Absténde von einem Objekt zu einem
aob=ab. +ab +ab anderen werden immer die senkrechten Abstande oder kirzesten
o8 =ab, +ab, *an, Entfernungen betrachtet. Das soll hier exemplarisch einmal fir den
= || |B] cos «(, b) Abstand eines Punktes zu einer Geraden in der Ebene betrachtet
werden. Das Prinzip ist im R® genau das gleiche, auf Unterschiede
wird spater eingegangen.
Das Ergebnis des Skalarproduktes ist ein skalarer Wert ohne Richtung, der Gerade
die Lange der Projektion eines Vektors auf den Einheitsvektor des zweiten
Vektors darstellt. Projektion von @ auf b0 oder Projektion von b auf a°. Ist
insbesondere B° ein Einheitsvektor, ist das Skalarprodukt die Komponente
von @ in Richtung ° .
o (I‘ +cC)= nob+aoc Das Skalarprodukt ist distributiv
aco b =bon Das Skalarprodukt ist kommutativ
Mol =|A)2=2a? Das Skalarprodukt mit sich selbst ist der
Betrag
[1 ¥o) I!| <|a* |It | Der Betrag des Skalarproduktes aus
zwei Vektoren ist immer kleiner als das Produkt Jede Geraden- oder Ebenengleichung hat mindestens einen Stiitz-
der beiden Betrage vektor, von dem man genau weil3, dass er auf der Geraden oder
() © b=« (L ¥o} b ) Ein skalarer Faktor kann ausgeklammert Ebene liegt. Jetzt bildet man den Verbindungsvektor von dem
werden. Stltzvektor zu P. Es ist dabei zu beachten, dass es immer eine Ebene
a =(ao bob Komponente von a in Richtung b gibt, in der die Vektoren P, A, rund -Lr liegen, auch im R.
llb —aobo-m a by Projekii fb Bei einer Geraden ist nur der Richtungsvektor der Geraden eindeutig,
p =B O = |0 cos «(¥, B?)  Projektion von a au senkrecht dazu liegt eine ganze Ebene. Bei einer Ebenengleichung ist
A= 0] sin <@, b) Projektion von a senkrecht zu b nur der Normalenvektor eindeutig, senkrecht dazu liegt eine ganze
Ebene. Deshalb erfolgt bei einer Geraden die Projektion auf den
Richtungsvektor und bei einer Ebene auf den Normalenvektor. Der
Vektor Lt entspricht in diesem Fall n.
Aus der Zeichnung ist erkennbar, dass AP die Hypotenuse die rot
gezeichneten Vektoren die Ankatheten in einem rechtwinkligen
.y : oo : Dreieck sind und der Winkel a diese beiden Vektoren einschlief3t ist
Existiert eine beliebige Orthogonale Basis, " . N
o fur Geraden tr = |AP| cos a die Entfernung vom Stiitzvektor zu
© Dipl.-Math. so kann man mit Hilfe des Skalarproduktes Lotfulspunkt
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die Komponenten eines Vektors a zu jedem
dieser Basisvektoren bestimmen.

fur Ebenen tn = |AP| cos a die Lange des senkrechten Abstandes
von P zur Ebene
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@ Skalarprodukt und Trigonometrie
Grundlagen
Vektorrechnung | Die Darstellung von zwei Vektoren, die von einem Punkt ausgehen, kann man so ergénzen, dass rechtwinklige Dreiecke entstehen. Der Winkel
zwischen den beiden Vektoren ist dann immer ein Winkel zwischen einer Kathete und einer Hypotenuse. Da die Kathete anliegend ist handelt es sich
um die Ankathete und die zugehdrige trigonometrische Funktion zu Ankathete und Hypotenuse ist die cos — Funktion. Die Lange der Projektion eines
Vektors auf die Tragergeraden des anderen Vektors liefert den Wert : Betrag des Vektors mal cos des eingeschlossenen Winkels. Das ist ein
wesentlicher Bestandteil des Skalarproduktes. Fir den Wert des Skalarproduktes selbst ist nur noch mit dem Betrag des Vektors zu multiplizieren, auf
den projiziert wurde.
Projektion von b auf a Projektion von a auf b
5
9 10 i ? o
bt
aob=]|a]|bjcosa=]|alb
a
) 8l . _ _ a—[zlb—P a =291 |b| =824
a= b= b =536 |a|=4,47 4 2
4 2 aob=23,99
aob=2397
© Dipl.-Math.
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Vektorrechnung
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@ Skalarprodukt mit einem Einheitsvektor

Der Vektor ist ein Vektor der Lange 1 und damit

aiw albd

ein Einheitsvektor.

Skalarprodukt mit : [;] 4/5+1+3/52=10/5=2

Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck:
Hypotenuse: V5 eingeschlossener Winkel : 26,5 °

Ankathete: A=+5¢+cos 26,5°=2

14
Skalarprodukt mit 5 4/5 + 14/5 - 3/5 + 2/5 = 50/25 = 10/5 = 2
-2

5

Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck:

Hypotenuse: 2V2 eingeschlossener Winkel : 45°

Ankathete: A=2V2<cos45°=2
Ist der Vektor, auf den projiziert wird, der Einheitsvektor
des Richtungsvektors, dann ist das Skalarprodukt identisch

mit dem Abstand des LotfuBpunktes vom Stiitzvektor.
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4 Das Vektorprodukt
Grundlagen
Vektorrechnung j
i ok azbs - asbz a
axb= a, a, a,|= a,b, —a,b, \bz
2
b1 b2 b3 a1b2_azb1
(rote Pfeile) (blaue Pfeile)
Die Berechnung des Vektorprodukts erfolgt Gber die Rechenregeln einer =iab +iab +kab. —kba—iba —ib.a
Determinante. Determinanten sind nicht Bestandteil der Schulausbildung. @ 2b3— tJ) a3)1i . (a1b2 b a1) £, (a 2b3_ é aS )1k
Das Ergebnis des Vektorproduktes ist ein Vektor, der senkrecht auf der von 273 T2 301 7 D)) L
0 und B aufgespannten Ebene steht. Diese Eigenschaft ist besonders
interessant fur die Arbeit mit Ebenen im R3.
Eine andere, libersichtliche Methode das Vektorprodukt zu
berechnen steht in manchen Schulblichern. Es ist ein sehr
| a X b|=|al 6] sin £(a, b) Betrag des Vektorproduktes brauchbares Rechenschema:
aX((b+e) =axb+axe Das Vektorprodukt ist distributiv
axh # bxa Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ -a;—b;-|  Man schreibt die beiden Vektoren zweimal unterein-
_ a._b ander. Dann wird die erste und letzte Zeile gestrichen.
aXb T hxu . . az./(xbz Bei der zweiten Zeile beginnt man von links oben nach
Der Ergebnisvektor hat die entgegengesetzte Richtung (Das Vektorprodukt ist 3 3 rechts unten zu Multiplizieren und dann von der dritten
nicht kommutativ, sondern antisymmetrisch. Beim Vertauschen der beiden ar #b, Zeile links unten nach rechts oben und die beiden
Vektoren entsteht ein Vektor mit dem gleichen Betrag, aber in entgegengesetzte a‘)‘b Werte zu subtrahieren:
Richtung weisend. Fir die obenstehende Determinante der Definition bedeutet 2 2 ab—ab )
das, man vertauscht die Zeilen fUrlIundIl a5 b3 2537 %2 _ _ o
_ b - dann beginnt man in der dritten Zeile links oben und von
a X (bxe) =b(noc)-c(aoh) (Grassman Identitat) der vierten Zeile links unten: a, b, —a, b,
(a X b) Xe =b(acc)-a(bor) als letztes beginnt man in der vierten Zeile von links
(n X B) © (¢ X D)= (a0c) (bOD) - (a®D) (bOe) (Lagrange Identitit ) oben und dann in der fiinften Zeile von links unten:
a,b,—a,b,.
axXa=o Das Vektorprodukt mit sich selbst ist der Auf diese Weise erhalt man die Komponenten des
Nullvektor senkrechten Vektors.
MO (aXb)=b0 (anXb)=0 Das Skalarprodukt eines Vektors mit
dem
Ergebnis aus dem Vektorprodukt des gleichen
Vektors mit einem anderen ist 0.
© Dipl.-Math. (xa) Xb =cx(axb) Ein skalarer Faktor kann ausgeklammert
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werden.
at=a-a =0 X (aXxbo Komponente von a senkrecht zu b
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@ Geometrie des Vektorproduktes
Grundlagen -
Vektorrechnung Ahnlich, wie beim Skalarprodukt gibt es fir das Vektorprodukt auch noch
eine zweite Formel. Diese berechnet aber nicht den senkrechten Vektor,
sondern nur den Betrag dieses Vektors.
Aus dieser Definition des Betrages des Vektorprodukts folgt:
- - ‘ Ist das Ergebnis des Vektorproduktes der Nullvektor, dann missen
|axb]|=lal[b] sina die beiden Vektoren parallel sein.
axb\ a
Parallele Vektoren kénnen von einem Punkt aus keine Flache
aufspannen.
b
-
Zwei Vektoren spannen immer ein Die Vektoren sind kollinear .
Parallelogramm auf. Der Flacheninhalt
eines Parallelogramms berechnet sich a
aus Grundseite * Hohe. ‘ Damit lassen sich aber nicht nur viereckige Flachen berechnen. Was
b fr den Schulgebrauch viel wichtiger ist, sind dreieckige Flachen. Die
Flache eines Dreiecks ist die Halfte der Flache eines Vierecks.
Die Grundseite dieses Parallelogramms ware etwa der Vektor b und die
Lange der Grundseite |b|. a ist der von den Vektoren a und b eingeschlossene
Winkel. Damit gilt fir a in dem rechtwinkligen Dreieck.
? ? a A=%|axh |
inq=2"h
sina “ja] oder h=la|sina i
und fur den Flacheninhalt des Parallelogramms: b
A=[b| + h = b |a] sin o Es lassen sich aber auch
E Flachen mit mehr Ecken
berechnen, wenn man sie,
Der Betrag des Vektorproduktes aus den Vektoren a und b wie Ublich, in Dreieckflachen
. . zerlegt.
ist gleich A
dem Flacheninhalt des Parallelogrammes,
© Dipl.-Math.
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das von den Vektoren a und b aufgespannt wird.



http://www.treff-lernen.de/

Mathematik — Intensivkurs: Vektorrechnung und Analytische Geometrie

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
4 Das Spatprodukt
Grundlagen
Vektorrechnung 4 Der Spat ist ein Kérper, dessen Seitenflachen aus
a, b, ¢ Parallelogrammen bestehen (Wenn man mit einem Spaten ein Stlick
@axb)®©¢c=a, b, ¢, |= feste Erde ausgrabt, hat das ausgegrabenen Stlick etwa diese
a, b3 c, 4 A Form).
c Im letzten Abschnitt Gber das Vektorprodukt wurden die Flachen
a eines Parallelogramms berechnet, so dass es mdglich ist, die
Oberflache dieses Korpers mit Hilfe des Vektorproduktes zu
bestimmen.
Jetzt soll die Frage geklart werden, ob man auch das Volumen mit
b Hilfe der Vektorrechnung bestimmen kann.
Damit ware es moglich, Oberflachen und Volumen von Kdérpern mit
=(a,p;—ab,) ¢, + (a,b, —a,b;) c, +(a,b, —a,b)) ¢, viereckigen Seitenflachen allein auf der Basis der Vektorrechnung
zu bestimmen. Alle Kérper mit runden Seitenflachen (Kegel, Kugel,
(abc)=aoBxe)=(@xboc=(cxa)ob Zylinder) entziehen sich ohnehin der Vektorrechnung. Wirfel,
Quader eventuell auch Pyramiden besitzen aber ebene
=-co(bxa)=-(cxb)oa=-(axc)ob Seitenflachen.
a, a, a,
=| b, b, b, 4
c, C C,
=a, *(b,c,c,b,) - a, * (b,c,-c,b,) +a, * (b,c,-c,b,) 4 4
@ Das Volumen des Spates c °
Nach dem Prinzip des Cavalierie berechnen sich die Volumen aller ebenen G
Korper nach der Formel Grundflache mal Hohe. Wenn es sich nicht um
Quader oder Wiirfel handelt, sondern um Pyramiden, ist noch ein zuséatzlicher b
konstanter Faktor zu berlicksichtigen, da Pyramiden Teile eines Quaders
sind. Bei Pyramiden (und Kegeln) ist dieser Faktor 5 .
y ( ] geln) ) . ° . Ist die Determinante aus drei Vektoren 0, dann bilden sie kein
Aus dem Vektorprodukt ist klar, dass sich die Grundflache aus dem Volumen. Das bedeutet, dass die drei Vektoren in einer Ebene
Vektorprodukt der beiden Vektoren a und b berechnen lasst. liegen.
G=axb Die drei Vektoren sind komplanar .
© Dipl.-Math.

Armin Richter

Treff@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH

Damit ist die Aufgabe, die Hohe des Kdérpers zu bestimmen. Aus dem
Vektorprodukt ist weiter klar, dass das Ergebnis des Vektorproduktes ein
Vektor ist, der senkrecht auf a und b steht und damit die Richtung der Hohe
besitzt, aber nicht die richtige Lange.
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Grundlagen Der Vektor des Vektorproduktes schliel3t mit der nach oben gerichteten
Vekt h Kante des Spats einen Winkel a ein. Mit Hilfe des Skalarproduktes kénnte
ektorrechnung | jieser Winkel berechnet werden.
Andererseits ist das Skalarprodukt auch die Projektion des einen Vektors
auf den anderen Vektor. Ist der Vektor, auf den projiziert wird, ein
Einheitsvektor, handelt es sich genau um den senkrechten Abstand der
Spitze des Vektors auf den projizierten Einheitsvektor.
Deshalb soll der Vektor ¢ auf den Einheitsvektor des Vektorproduktes
projiziert werden, da dieser genau die Richtung der Hohe besitzt. und dir
Projektion auf dessen Einheitsvektor genau die senkrechte Héhe angibt.
h=co@xby=co (Q_AI';J) Mathematisch gesehen ist der Wert ¢ © (a x b) das Ergebnis einer
| X b] Determinante, deren Behandlung keinen Schulstoff darstellt.
) L . . o Trotzdem lasst sich auch dieser Wert Gber den GTR berechnen,
Diese Hohe ist mit dem Betrag der Grundflache zu multiplizieren, um das indem man die in allen GTR implementierte Funktion ,Det* dazu
Volumen zu erhalten: (@ x b) benutzt. Die drei Vektoren werden spalten oder zeilenweise in eine
V=Ge+h=|axb| -Ec © |ax b|}= o (axb) 3x3 Matrix tbertragen und von dieser die Determinante berechnet.
Eventuelle negative Vorzeichen sind der Orientierung der drei
. s Vektoren untereinander geschuldet und und stellen allein keinen
Achtung bei der Multiplikation: Rechenfehler dar
+ ist das Multiplikationszeichen zwischen zwei reellen Zahlen '
o ist das Multiplikationszeichen fir ein Skalarprodukt
x ist das Multiplikationszeichen fiir ein Vektorprodukt. Vierseitige Pyramide
Die Reihenfolge dieser Multiplikationen kénnen nicht beliebig vertauscht _1 A
werden, deshalb ist es vorteilhaft Klammern zu setzen. V= 3 (aXb) Oc
Das Ergebnis ¢ o (a x b) in der Klammer ist eine reelle Zahl, der Betrag des “Ja
Vektorproduktes ebenfalls. Damit diirfen die beiden Faktoren |a x b| gekirzt
werden, da es sich dabei um reelle Zahlen handelt. Aber es darf z.B nicht (¢ ©
a) x b gerechnet werden, da ¢ o a kein Vektor ist und somit kein b
Vektorprodukt mit b gebildet werden kann.
Dreiseitige Pyramide (Tetraeder)
Das Volumen eines Spates aus drei Vektoren a, b, c ist gleich
© Dipl.-Math.
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dem Skalarprodukt des einen Vektors
mit dem

Vektorprodukt der beiden anderen Vektoren

V=1(axb) oc¢

o =
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# Darstellung von Geraden

Geraden-

gleichungen @ Parameterdarstellung im R? und R3

7% Punkt-Richtungs-Darstellung

x, Ortsvektor zu einem festen Punkt auf der Geraden
a Richtungsvektor
x Ortsvektor eines variablen Punktes
t reeller Parameter
x=x,+ta, t€ (-0, +o) )
7 Zwei-Punkt-Darstellung
x, Ortsvektor erster fester Punkt auf der Geraden
x, Ortsvektor zweiter fester Punkt auf der Geraden
x Ortsvektor eines variablen Punktes
t reeller Parameter

x=x,+t(x, —x), tE (-0, +0)

@ Parameterfreie Darstellung

"‘_,,"’,;' im R? (Hessesche Normalform)

n  Normalenvektor ( fur D > 0 zeigt n in die Halbebene,
die © nicht enthalt )

n® Normaleneinheitsvektor

d (= 0) Abstand der Geraden von ©

(x—x)on=0 X% (x—-x)on=0
© Dipl.-Math ° . > 0 5
Armin Richter xou=D mitD=x,on xon=d mitd:= = =x,00°>0 f LIF
xnl+yn? =d I
Tl'eff. Durch Benutzung des Normaleneinheitsvektors entsteht die

Hessesche Normalform

Lernen

CHRISTINA STRAUCH



http://www.treff-lernen.de/

Thema

Mathematik — Intensivkurs: Vektorrechnung und Analytische Geometrie

Gesetze und Regeln
@ Spezielle Geraden

Musterbeispiele

Spezielle Geraden

7% Gerade parallel zu einer Koordinatenebene

“# Spurpunkte mit zwei Koordinatenebenen

Spurpunkte

Parallel zur x — y — Ebene (oder x, — x, — Ebene )

Keinen Spurpunkt mit x, — x, — Ebene
Spurpunkt mit x, — x, — Ebene

Spurpunkt mit x, — x, — Ebene

Parallel zur x — z — Ebene (oder x, — x, — Ebene )

Der Richtungsvektor ist bei x, Null.

Keinen Spurpunkt mit x, — x, — Ebene
Spurpunkt mit x, — x, — Ebene
Keinen Spurpunkt mit x, — x, — Ebene

Parallel zur y — z — Ebene (oder x, — x, — Ebene )
Der Richtungsvektor ist bei x, Null.
Keinen Spurpunkt mit x, — x, — Ebene

Keinen Spurpunkt mit x, — x, — Ebene
Spurpunkt mit x, — x, — Ebene

© Dipl.-Math.
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Der Richtungsvektor ist bei x, Null. =

« Mit der Koordinatenebene, zu der die Gerade parallel ist, gibt es keine
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@ Spezielle Geraden
77 Gerade parallel zu einer Koordinatenachse

Spezielle Geraden

Da ist gleichbedeutend damit, dass die Gerade parallel zu zwei
Koordinatenebenen ist.

« Nur ein Spurpunkt mit einer Koordinatenebene.

«» Mit den beiden Koordinatenebenen, mit denen die Gerade parallel ist,
gibt es keine Spurpunkte

«» Die Gerade steht senkrecht auf einer Koordinatenebene

Parallel zur x-Achse (oder x,-Achse)

Parallel zur x, — x, — Ebene und x, — x, — Ebene

g

Der Richtungsvektor ist bei x, und x, Null. X=

X X X
N
+
(7]
OO T

w

Keinen Spurpunkt mit x, — x, — Ebene
Keinen Spurpunkt mit x, — x, — Ebene
Spurpunkt mit x, — x, — Ebene

Parallel zur y-Achse (oder x,-Achse)

Parallel zur x, — x, — Ebene und x, — x, — Ebene

Der Richtungsvektor ist bei x, und x, Null. xX=

Keinen Spurpunkt mit x, — x, — Ebene
Spurpunkt mit x, — x, — Ebene
Keinen Spurpunkt mit x, — x, — Ebene

Parallel zur z-Achse (oder x,-Achse)

Parallel zur x, — x, — Ebene und x, — x, — Ebene

X 0
. . . . = | x 0
© Dipl.-Math. Der Richtungsvektor ist bei x, und x, Null X2 "

3 3

Armin Richter Spurpunkt mit x, — x, — Ebene

ﬂ-’. Keinen Spurpunkt mit x, — x, — Ebene
Tre Keinen Spurpunkt mit x, — x, — Ebene
Lernen 27 %

CHRISTINA STRAUCH
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@ Umrechnung der Darstellungen im R?
Geraden- % Parameter- in parameterfreie Darstellun
gleichungen = P ung
g: x= [1}"' te3 Normalenvektor von g: !
2 -1 913
x=x,tta | ==Pp |xon=d
(x—-x)on=0 (x—x,)on"=0
X-x,= ta lon  La  Fir a=(a,a,)’ wahlez.B. n=(-a,a,) 1
_ - V10
(x—xo)eztt—o oder n=(a,-a,)’ x_[1] o[;}O x_[1] o -0
(x—xo)em:o xon=d mitd=x,0n" 2 2 3
V10
X, +3x,=7
¢ Parameterfreie in Parameter Darstellung
7. Qariante 2. Variante
XONW=d| m=Ppx=x,+ta
x—1o1=0 xol Vl=x +3x,=7
. 7/ : [ [ZD 3 3 1 2
7. Qariante g 2 " O am_aﬁfz
_ _ 6sung eines linearen inhomogenen +3y=7
Xp=dnt = |’f:'| d Gleichungssystems: eine Gleichung XEoy
wia mit zwei Unbekannten x=0 +t =
Far n=(nn2)" wéhle z. B. xon=xn"+yn’=d - y=7/3 =%t
a =(-n,%, n,%)" oder a =(n,"-n")" | \Nah einer Variablen als Parameter: | 9° X = [1 ]+ te [EJ —
x=t 2 g: Xx=[0 + te| 1
= x=x,fta 4 ﬂﬁt 7/3 ~s
x=0 + t = y_n2° nJ
0 1
X dJ+ t{n°] =x"tta
© Dipl.-Math. " n
Armin Richter 2 2
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# Darstellung von Ebenen

Ebenen-
gleichungen

@ Parameterdarstellung

"‘_,,"’.g Punkt-Richtungs-Darstellung

© Dipl.-Math.
Armin Richter

Treff@
Lernen

X, Ortsvektor zu einem Punkt der Ebene

X Ortsvektor eines variablen Punktes

X=x,+tta +sb s, te (-0, +0)

7% Dreipunkt-Darstellung

X, X,» X, Ortsvektoren zu festen Punkt

der Ebene
X Ortsvektor eines variablen Punktes

x=x,+t(x-x,)+ s(x,—-%) S, t€ (-0, +0)

7= Zwei sich schneidende Geraden

x=x+ta s, t € (-0, +0)

Xx=x,+ta,

X, X, Ortsvektoren zu festen Punkt einer Gerade
a, o, Richtungsvektoren der Geraden

Xx=xtta +sa,

CHRISTINA STRAUCH
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3 Zwei parallele Geraden

g, x=x,*ta,
g, X=x +ta,
E: (x—x,)0 ((x;—x,)xa, )=0 oder

E: x=x,+t(x;—x;) +sa,

% Eine Gerade und ein Punkt, der nicht auf der Gerade liegt

x=x+ta

P:x,

x, Ortsvektoren zu Punkt der Gerade
a, Richtungsvektoren der Geraden

x=x,+ta +s(x -x,) s, te (-0, +x)

@ Koordinatendarstellung

%z aus 3 Punkten

P Ortsvektor zu Punkt der Ebene
£\ Ortsvektor zu Punkt der Ebene
N Ortsvektor zu Punkt der Ebene

aop1+bop2+cop3=d
aoq1+b.q2+caq3:d
asr, +ber, +cer,=d

Eine der Variablen a, b, c, d ist frei wahlbar. Man wahlt fur d einen
beliebigen von 0 verschiedenen Wert. Fall das Gleichungssystem dann
einen Widerspruch erzeugt, ist es noch einmal mit d=0 zu berechnen.
(Hintergrund: In diesem Fall geht die Ebene durch den Ursprung und d
muss 0 sein.)

ax, + bx, +cx,=d

Die Punkte A(7/2/-1) , B(4/1/3) ,C(1/3/2)
legen eine Ebene E fest. Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung
dieser Ebene E.

n,7+n,2+n,(-1)=D
n,4+n,1+n, 3 =D
n,1+n,3+n, 2 =D

Dieses Gleichungssystem enthalt 4 Unbekannte. Die gesuchten Werte
fur n,, n,und n,, aber auch den Wert fiir die rechte Seite D. Damit ist

eine Variable frei wahlbar. Es empfiehlt sich hier den Wert fir D zu
nehmen und irgend einen Wert vorzugeben. Dann kann man das
Gleichungssystem in den GTR eingeben und erhalt eine eindeutige
Lésung.

Bei der Vorgabe von D kann es bei der Berechnung des Gleichungs-
systems zu einem Widerspruch kommen. Da drei Punkte aber immer
eine Ebene bilden darf es zu keinem Widerspruch kommen. Der
scheinbare Widerspruch ist zu I8sen, indem das Gleichungssystem
noch einmal mit d = 0 berechnet wird.
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@ Parameterfreie Darstellung im R3
(Hessesche Normalform in Vektorschreibweise)

n  Normalenvektor ( fur d > 0 zeigt n
in die Halbebene, die © nicht
enthalt )

n* Normaleneinheitsvektor

d (= 0) Abstand der Flache von ©

(x-x)on=0

xon=D mitD:=x.0n

Durch Benutzung des Normaleneinheitsvektors entsteht die
Hessesche Normalform
(x—-x,)on"=0

xon=d mit d % =x,0n >0 ( 7 F

- 4
0 0 0 =
xnf+ynl+zn? =d

@ Parameterfreie Darstellung im R3
(Hessesche Normalform in Koordinatenschreibweise)

E,:ax+by+cz=d

@3

Diese Form entspricht der Hesseschen
Normalform. Die Koeffizienten a, b, ¢
kann man als die Koordinaten des
Normalenvektors n ansehen. Es fehlt
lediglich die Normierung auf die Lange 1,
die aber sehr leicht durch Division der

Ebenengleichung durch V a2 + b? + ¢?

o

a

Gleichzeitig lassen sich daraus die
Achsenabschnitte ermitteln, die die Spurpunkte liefern.

Achsenabschnittsgleichung

axtby+cz - d
L+l+

Zz_,
\/a2+b2+c2 A B C

\/a2+b2+c2

a
Dass die drei Koeffizienten a, b, ¢ den Normalenvektor n = [bJ
darstellen ist aus der Schule hinlanglich bekannt. c

Weniger bekannt ist in der Schule die Bedeutung des Bezeichners d.

Das d in der Originalgleichung ax + by + cz = d hat keine Bedeutung.
In der umgeschriebenen Form
ax+thy+cz - d

Vaz+br+c? Var+br+c?
sieht das anders aus. Diese Form der Koordinatengleichung wird
bendtigt, wenn man Abstéande von Punkten zur Ebene berechnen
will. Dazu mul der Normalenvektor auf Einheitsvektor gebracht
werden, was bedeutet es missen beide Seiten durch den Betrag
des Normalenvektors dividiert werden. Setzt man jetzt auf der
linken Seite fir (x,y,z) die Koordinaten eines Punktes ein, erhalt
man dessen Abstand zur Ebene. Jetzt soll der Koordinaten-
ursprung (0]|0|0) eingesetzt werden .

d ist der Abstand des Koordinatenursprungs
von der Ebene

\/az+b2+02
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@ Umrechnung der Darstellungen
Umrechnungen % Parameter- in Normalen Darstellung
el b A B (o) (3] (-
X=X, +ta +sb | =P [xon=d X 8 ! (1) Y (1) n= ? X g) - 8
Den Normalenvektor erhalt man aus dem
x—x,=ta+sb |on =axb Vektorprodukt der Richtungsvektoren 1 . 2
-0 —
(x-x,)on=0 =>x0n=D mitD = x, O n g ° X 0 =0
D
(x-x,)on'=0=x0on"=d mitd =y = 5, on
- -1
X o| 3| =2
0
%7 Normalen- in Parameterdarstellung
7. Oariante 2. Variante
xon=d —’ x=x,+ta +sb — -1 N -1
X o 8 =2 X o 8 =X, +3x,=2
. . Beide Vektoren
7. Qariante . 2. (ariante , (Beide Vekiore
LOsung eines linearen inhomogenen Gleichungs- | = (0, 0,1) oder f y=0+ t+0%s;
¥,=dn® = x,la x,1b | systems: eine Gleichung mit drei Unbekannten b= (3’1 '0) ZRllj'cZ,tsnzosvektoren z=0+0*+ s =
Fir n°=(n,%n2,n0 gesucht | ¥©®*=xn’+ynS+zn’=d der Ebene) x=1 (d -tn,° -sn.0)
aund bmit n*La n°Llbdie |\Wahl zweier Variablen als Parameter: x =t,y = s 1 N
nicht kollinear sind. Wahle z. B.| x =0 +t+0*s;y=0+0*+s; = = 2 3 0
a=(n? 0, -n°) oder V10 -2/10 =
_( 3r ) Z=1—O(d-tn1°-sn2°) x =2N10| 3 | = |&10 E: x=|g|+ul1|+Vv|0
b —(I‘]2 N, ,0) n, ° W 0 0 0 1
0 1 0
= x=x,+ta +sb ‘- 0 + ot OO +sf 1, 0 Hier muss statt der z Komponente
d n- N die x-Komponente genommen
© Dipl.-Math ny’ ny’ Ny ~— [-2110 0 3 werden, da der Normalenvektor
Armin Richter =x"+ta+sbh E: x=[6/10 |+uj 0| *+V]|1 keine n, Komponente besitzt und
0 1 0 deshalb nicht durch diese geteilt
Treff. werden kann. Der Punkt erfillt die
Lernen Ebenengleichung.
CHRISTINA STRAUCH
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
¢ Parameter- in Koordinatendarstellung :
Umrechnungen X | (-3 [-3] [6] | X1 1
E:l X, =8|+t 4 +r|8 OE X, = 4|+t|-2|+r| 4
x=x,+ta +sb | == ax, +bx,+cx=d X, 1 0 2 | X, | |-4 1
. Punkt
7. Qariante a(3)+b8+cl=d | al+bd+c(-4)=d
Lésung eines linearen inhomogenen Gleichungssystems: Richtundsvektoren
drei Gleichungen mit wfr Unbekannten | | ) a(-3)+b4+c0=0 ‘ al+b(-2)+c1=0
a*Xutbex,+tcex;=d  Der Punkt muss die Ebenengleichung erfilllen., o (—6)+b8+c2=0 ad5-b4 +c0=0
ara +b+a,+ca,=0 isgqeleﬁ:];?:r?fgﬁgtfger?nuss senkrecht Zunéchst wahlt man d # 0, in diesem Fall d = 1
asb,+beb,+cb,=0 ' —3a+8b + c =1 | a+4b —4c =1
Eine der Variablen a, b, ¢, d ist frei wihlbar. Man wahlt fiir d einen —3a+4b =0 } a-2b+ ¢ =0
beliebigen von 0 verschiedenen Wert. Fall das Gleichungssystem dann —6a+8b +2c =0 S5a—-4b =0
einen Widerspruch erzeugt, ist es noch einmal mit d=0 zu berechnen. Die Losung des Gleichungssystem lautet:
(Hintergrund: In diesem Fall geht die Ebene durch den Ursprung und d (V51 % :0) ‘
muss 0 sein.) s \ 1+4 4|1
und damit die Normalenform: 0 +6 -5 1
2. Qariante X Ax, =1 | 0 0 06
Es wird in die Normalendarstellung umgerechnet und anschlieBend in die | oder mit dem Hauptnenner |
Koordinatenform umgeschrieben. durchmultipliziert: | Noch einmal rechnen mitd = 0,
4x,+3x, =12 | oder rechte Seite alles 0 setzen:
o 4x,+5x,+6x,=0
\
|
3¢ Koordinaten- in Parameterdarstellung [ T T T T T oo T T T e e
ax, + bx, +cx,=d —> xX=x,+ta +sb E: 2x,+x,—-%x,=3
-1 1 ; . :
Zuerst wird ein Punkt x, bestimmt, der die Ebenengleichung erflllt. a=|o0 b= |—2 Diese beiden Vektoren sind senkrecht
° zum Normalenvektor.
Als zweites sind zwei Vektoren a und b gesucht, die zum Normalenvektor -2 0
n = (a;b;c) senkrecht stehen. Die einfachste Losung ist, eine Komponente 0 0
zu setzen und dann die anderen beiden zu vertauschen, wobei bei einem P=[3 P ist Spurpunkt und erfillt die Ebenengleichung
das Vorzeichen zu andern ist. 0
c b
© Dipl.-Math. a= o b= |_4
-a 0

Diese beiden Vektoren erfiillen diese Bedingung und sind garantiert nicht
linear abhangig.

0 =1 1
E: x=/3|+t| 0 [+s| 2
0 -2 0
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7% Normalen- in Koordinatendarstellung
Umrechnungen
xon=d| =] ax,+bx,+cx=d x )
1
a=n, X,| o 1 =3 E: 2x,+x,-x,=3
b= %) U
= n2
c=n,
d=d
7% Koordinaten- in Normalendarstellung
s. oben
ax, +bx,+cx=d | m=Pp |y o0 =g
n,=a
n,=b
n,=c¢
d =d
© Dipl.-Math.
Armin Richter
e Treff@
Lernen
CHRISTINA STRAUCH
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@ Spezielle Ebenen

¢ Koordinatenebenen

0 1
Ebenengleichung der s=fo) + t o)+ s (1
x-y-Ebene (oder x,-x,-Ebene) 0 0

Koordinatendarstellung X;=0

Ebenengleichung der 0 0 0
y-z-Ebene (oder x,-x,-Ebene) ¥~ 8 1 f+s (1)

Koordinatendarstellung x,=0

Ebenengleichung der

0 1
z-x-Ebene (oder x-x-Ebene) x= (O) + t (8) +8 (0)
0 1 0

Koordinatendarstellung X,=0
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@ Spezielle Ebenen

3z Ebene parallel zu einer Koordinatenebene

« Keine Spurgerade mit der parallelen Ebene.
«# Spurgeraden parallel zu den Achsen

«» Keine Spurpunkte mit den Achsen der parallelen Ebene, deshalb nur einen
Spurpunkt

w» Ebene senkrecht zu zwei Koordinatenebenen
+# Die Komponente der Richtungsvektoren der nicht parallelen Achse ist 0
«# Normalenvektor hat nur eine von 0 verschiedene Komponente

Parallel zur x-y-Ebene (oder x,-x,-Ebene)

Eine Ebene, deren Richtungsvektoren beide X4 a, b,
in einer Koordinate Null sind, ist parallel zu X=X | +t |a| +s b
einer Koordinatenebene. X, 0 02
Hessesche Normalform _
x, und x, Komponenten des n=(0[0[n,)
Normalenvektors sind 0
Koordinatenform: E:cz =D
Koeffizienten flr x, und x, fehlen
Parallel zur y-z-Ebene (oder x,-x,-Ebene) X, 0 0
x= |x,| +t |a +s b
X, a, b,
n=(n0]0)
E:ax =D
Parallel zur x-z-Ebene (oder x,-x,-Ebene) a b
1 1 1
x= | X, |+t |0]|*ts |0
X, a, b,
n=(0[n,[0)
E:by =D
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@ Spezielle Ebenen

Spezielle Ebenen
P % Ebene parallel zu einer Koordinatenachse

«# Zwei Spurgeraden parallel zur parallelen Achse
« Kein Spurpunkt mit der parallelen Achse

«# Normalenvektor hat keine Komponente der parallelen Achse, parallel zur
Koordinatenebene der anderen beiden Achsen.

Parallel zur x-Achse (oder x,-Achse)
Parameterdarstellung:

Eine Ebene, bei der ein X a, b,
Richtungsvektor parallel zu x= X +tla *S |
einer Koordinatenachse ist. X, a 0

(ist aber nicht zwingend)

Hessesche Normalform
x, Komponente des n=(0|n,[n,)
Normalenvektors ist 0

Koordinatenform:

E:by+cz =D
Koeffizient fir x, fehlt

Parallel zur y-Achse (oder x,-Achse)

Hessesche Normalform
x, Komponente des n=(n,|0[n,)
Normalenvektors ist 0
Koordinatenform:
Koeffizient fir x, fehlt

E:ax+cz =D

Parallel zur z-Achse (oder x,-Achse)

Hessesche Normalform
© Dipl.-Math. X, Komponente des n=(n|n,|0)
Armin Richter Normalenvektors ist 0

Koordinatenform:
Treff® Koeffizient fiir x, fehlt
Lernen

CHRISTINA STRAUCH

E:ax+by =D
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7 Ebene durch den Ursprung

Parameterdarstellung: a

b
Der Ortsvektor zum x=1t |g. |*Ss|Db
Punkt ist © a b

Hessesche Normalform xon=0

Der Abstand zum
Ursprung ist 0.

Koordinatenform: E:ax+by+cz=0

Die Achsenabschnitte
sind alle O (rechte Seite =0)
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@ Spurpunkte von Geraden

Spurpunkte sind Punkte in den Koordinatenebenen, in denen eine Gerade die

Koordinatenebene durchstoft.

FUr den DurchstoRpunkt einer Koordinatenebene mufd eine Komponente des

Geradenpunktes 0 sein.

x=x,+ta ¥= X * 18

X, — X, — Ebene :
X,— X, —Ebene : x, =0

X, —X,—Achse :x,=0

Fir jeden Spurpunkt ergibt sich ein Wert flr t, den man in die Geraden-

X,=0=x, +ta, t,=— 2

X,=0=x,+ta, t,=— 2=

gleichung einsetzen muss. Als Ergebnis erhalt man den gesuchten

Spurpunkt.

* Nicht jede Gerade besitzt Durchsto3punkte mit allen drei Koordinaten-

ebenen. Ausschlaggebend dafiir ist der Richtungsvektor. Hat der

Richtungsvektor in einer Komponente eine 0, dann kann man diese
Komponente nicht nach t auflésen und es gibt keinen Durchstofl3punkt. In
diesem Fall ist der Richtungsvektor parallel zu einer Koordinatenebene.

» Hat der Stiitzvektor der Geradengleichung in der gleichen Komponente

auch eine 0, dann liegt die Gerade in einer Koordinatenebene.

* Jede Gerade hat mindestens einen DurchstoBpunkt mit einer
Koordinatenebene

SR

DurchstoRpunkt mit x, — x, — Ebene

4
X3:O:3_t t=3 Sx1x2_ 3

~— @
I

-_—

cog

DurchstoRpunkt mit x, — x, — Ebene

X, =0=4+2t t=-2 sxm_[3 -
3

4 2 -2
S>(1x3 = 3 - 3 1 = O
3 -1 6

P
1
-0

Durchstofzpunkt mit x, — x, — Ebene

x,=0=3+t t=-3
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@ Spurpunkte von Ebenen
Spurpunkte . . . :
Spurpunkte sind Punkte auf den Koordinatenachsen, in denen eine Ebene von ] 0 1
der Achse durchstoRen wird. Geradengleichung der x= 0+t |0
Fiir den DurchstoRpunkt einer Koordinatenachse miissen die beiden anderen x-Achse (oder x,-Achse) 0 0
Koordinaten 0 sein. . o
e . . Geradengleichung der
7= Ebene in parameterfreier Darstellung (Hessesche Normalform) y-Achse (oder x,-Achse) x= 8 + t (1)
(siehe ,Durchstof3punkt®) x,-Achse x,-Achse x,-Achse 0 0
T -tLa Geradengleichung der -~ o+t |0
s s a 1 0 0 z-Achse (oder x,-Achse) 0 y
x;,0on=D 0 1 0
0 0 1
x.on=1t (aon) =D
S Ds ¢ D D D
=>t= qon s n, n, n,
7¢ Ebene in Koordinatendarstelung ...
ax, +bx, +cx,=d Spurpunkt Beispiel: E: 2x,+3x,+5x,=6
- d
x;-Achse: X, = x; = 0 ax,=d a ENx-Achse:x,=x,=0 E: 2x,=6 =x,=3 S, (3/0]0)
xAchse: X, = x, =0 ox,=d 4 ENxoAchse: X, =x,=0  E: 3x,=6 =x,=2  S,(012]0)
E N x,-Achse: x, =x,=0 E: 5x,=6 =x,=°%, S,(0[0]%,)
x,;-Achse: x, =x,=0 cx, =d g
3¢ Ebene in Parameterdarstelung (.
X, a, b, Wenn diese Gleichungen E-x= |4 4t sl ]
x= x|+ tla +s b Lésungen haben, gibt es ' -2 4 1
02 2 2 i i i 4 -2 -1
N a b einen Schnittpunkt mit
03 3 3 der Achse.
—0=x_+ta +sb E N x,-Achse: x, =x,=0 X,=0=-2+4t +s
x,-Achse: x, =x, =0 X,=U=X,*18,*8 Db, X =0=4+t(-2)—s1
X,=0=x,+ta,+sb, 3
© Dipl.-Math.
t=-1 S=6

Armin Richter

Treff@
Lernen

X, =0=x, +ta, +sb,

X,-Achse: x, = x, =0
=0= +ta,+sb
X3 X03 3

3
X,-Achse: x, =x, =0 x,=0=x,+ta, +sb,

X,=0=x,+ta,+sb,

CHRISTINA STRAUCH

Schnittpunkt mit x,-Achse

X, =—4 —1e(-1)+ 1.6 =

3
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Spuraeraden @ Spurgeraden (2 > 2 L 0 2
purg Spurgeraden sind Schnittgeraden von Ebenen mit den Koordinatenebenen. . E,: x= ; +u a tv ; E,: x= ; +u 1 +v ;
Beispielhaft an der x,-x,-Koordinatenebene dargestellt.
- 7 1 R 8 1
%7 Ebene in Hessescher Normalform n, = 14| = |2 n,= |32 = 4
2
(siehe ,Schnittgerade®) @ 14 0 0
. _ ichtungsvektoren dirfen durch einen konstanten Wert gekiirz
E- you =d Richt kt durfen durch ei konstanten Wert gekurzt
(R 1 werden, da sich dadurch nicht die Richtung, sondern nur die Lange
E, xom=d, andert.
Der Normalenvektor u, der x,-X,- N 1 1 .g) Der Richtungsvektor der Schnittgeraden
Koordinatenebene ist: u,= (0|0|1) r= ol xla4l= ist senkrecht zu beiden Normalenvektoren
Der Richtungsvektor der Spurgeraden 2 0 2 g]eurslib'ene, da er in beiden Ebenen liegen
steht senkrecht auf dem Normalen- ’
vektor der Ebene E, und dem Es bleibt einen Punkt zu bestimmen, der auf der Schnittgeraden und
Normalenvektor der Koordinatenebene x,-x, . Einen solchen Vektor erhalt man | damit in beiden Ebenen liegt. Die Bestimmung des Punktes mit Hilfe
iber das Vektorprodukt: der Normalform der Ebenengleichungen, in Koordinatenform
! P ’ geschrieben
Einen Punkt der Geraden erhalt man Gber den Spurpunkt der x, oder x, Achse. 51 ? : iiz 2 1‘; i 8
Bei Schnittpunktberechnungen muss mindestens eins der Objekte in Z 2 19 4
Parametercjarstellgng vo_rhanden sein. Fur die eindeutige Bestimmung eines Aus z.B x,=19 und x,=0 folgt = g: 7: 0 | tul q
Punktes mussen eindeutige Parameterwerte berechnet werden. x =_75 75 1
3~ — s -,
3¢ Ebene in Koordinatenform
E,:ax+by+cz=D @
Diese Form entspricht der Hesseschen
Normalform. Die Koeffizienten a, b, ¢ Beispiel: E: 2x,+3x,+5x,=6
kann man als die Koordinaten des g
Normalenvektors n ansehen. Es fehlt D E N x,-x,-Ebene: x, = 0 g: 2x,+3x,=6
lediglich die Normierung auf die Lange 1, D b
die aber sehr leicht durch Division der }/g E N x,-x,-Ebene: x, =0 g 3x,+5x,=6
- Ebenengleichung durch \/ aZ + b? + ¢2
ipl.-Math. - C oy = : 2x,+5x,=6
Armin Richter Fir eine Spurgerade mit der x-y-Ebene muss der z-Wert immer O sein. E N x,-x;-Ebene: x, =0 9 T

Treff@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH

Deshalb erhalt man aus der Ebenengleichung die Koordinatendarstellung der
Spurgeraden indem man die z-Komponente entfernt.

G ,:ax+by =D
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¢ Ebene in Parameterdarstellung 4 A 1
Spurgeraden X = :2 +tel4| +5e ¢
X01 a1 b1 4 _2 _1
X=X, |t t]a, | +s b2
X3 a, b, E N x,-x,-Ebene: x, =0
R . o .. . . _ -4 -1 1
Fu.r die Sp.urgerade mit der x,-X, Eben.e missen die Koordlr?aten vor.1 X, =0 x,=0=4+t(2)-s1 = = o+t 4 |+ (@=21) 1
sein. Damit entsteht aus den x,-Koordinaten der Ebenengleichung eine s=4_0t 4 D) -1
Gleichung mit zwei Unbekannten t und s.
X, tta, +sb, =0 _} 4 +4 1 _2
. . R o . XS 244 vt 42
Diese Gleichung hat keine eindeutige Lésung. Die Gleichung muss nach einer 4 —4 2 42
Variablen aufgelost werden.
—_ 0 -3
f=— N3 _ Bos X=|2 |+t >
a, a, 0 0
. . e . . Fir t = — 1 wird der Achsenschnittpunkt (3,0,0) erreicht, fir t = 0 wird
Dieser Ausdruck ist als Parameter t in die Ebenen_gle|chung elnzus_etzen. der Achsenschnittpunkt (0,2,0) erreicht, also Gleichung der Spurgerade
Nach dem Zusammenfassen der einzelnen Koordinaten entsteht eine
Gleichung mit einem Parameter (hier s). Eine solche Gleichung ist einen
Geradengleichung.
%7 Spurgerade aus Spurpunkten erzeugen
Far die Spurgerade der x,-x, Ebene bendtigt man die Spurpunkte § , der x,
Achse und S _,der x,-Achse. Mithilfe dieser beiden Punkte kann man die
Zwei-Punkte-Gleichung aufstellen.
Sx1 SX1
x= 0 |+ t|-S,
0 0
© Dipl.-Math.

Armin Richter
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# Lagebeziehungen Gerade — Punkt

Lagebeziehungen
Geraden

@ Abstand, Lotvektor, FuBpunkt des Lotes

© Dipl.-Math.
Armin Richter

Treff@
Lernen

Lotvektor
(P,g) = |p| Abstand des Punktes P zur Geraden g
Ortsvektor zum FuRpunkt des Lotes

Parameterwert t von x_ auf der Geraden g

® oo

F

—

F

Die Lotebene ist eine senkrechte Ebene zur Gerade. s.dazu Lagebeziehung
Ebene -Gerade

F7 Gerade in Hessescher Normalform (nur R?)

CHRISTINA STRAUCH

g: xoOn =d

P: x, } nur (R

Es qilt: X =x -0

D[ n

D= (% — xp)no
= (% — xp )ON°) MO
= (d — X, On0) n°

Die Abstandsberechnung eines Punktes von einer Geraden im R? erfolgt
identisch zur Abstandsberechnung eines Punktes im R3 von einer Ebene
und ist dort ausfihrlich erklart. Die Ursache liegt darin, dass fiir eine
Gerade im R? ein eindeutiger senkrechter Vektor existiert, genauso, wie bei
einer Ebene im R3.

Die Dimension des geometrischen Gebildes ist genau um 1 niedriger als
der Raum, in dem das Gebilde dargestellt wird. Solche Gebilde nennt man
Hyperebenen.

1. Losungsweg: Schnittpunkt mit der senkrechten Geraden
durch P

Normalenvektor von g: [;}

Geradengleichung durch P gL - X_z’[4}+ S [‘I}

und senkrecht zu g: 9 3
Schnittpunkt: 1 +3t=4+1s 3t—-1s=3 t=1/5
2-1t=9+3s -1t-3s=7 s=-12/5

15+ 13 | = 8/5
5o )= 28
gJ_: ;;: 4 | _ 12/5 » 1/=18/5
9 3 9/5

Differenzvektor zwischen [

-12/5
Schnittpunktund P: S-P |- 36/5

Abstand ist Lange des Differenzvektors:

1/5 144 + 1296 = 1/5 V144 + 9144 = 12/510 =7,59

- 1
Schnittpunkt mit ~ 9* Xs=| 5 |+
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g:x=x, +ta }(sz(@
P x,
X=X, tD
Es qgilt: X =x,tta
0=a0bd

7. Qariante
Gesucht ist ein Vektor » der senkrecht
zu a verlauft und durch den Punkt P
geht. Nur, wenn das Skalarprodukt von
a und ® = 0, hat man den kirzesten
Abstand gefunden und der Geraden-
punkt, in dem das realisiert wird, ist der
FuBpunkt des Lotes.

Man bildet den Differenzvektor von P und einem beliebigen Geradenpunkt und
bestimmt den Wert t fir die Gerade, fiir den dieser Differenzvektor senkrecht

auf a steht.

d=(x,+ta)— x,

doa=((x,*ta)—x,)0n

0 =((x,*ta)—x,)00a
(% —%,)0On
T

Dieses t. liefert auf der Geraden den Fullpunkt des Lotes.

2. Variante

Der Differenzvektor von x, und dem Stutzvektor der Geraden x, wird auf den

Einheitsvektor des Richtungsvektors projiziert. Nach der geometrischen
Interpretation des Skalarproduktes liefert das die Lange vom Stiitzvektor der
Geraden bis zum Fuf3punkt des Lotes.

(X — X )q0 = X -x, =t af
= ((XP—XO)G)aO) o’

= x. = X+ ((xp —x,)0n°) a°
(""P_xo)@ll
= + - =
X0 [a]? a

CHRISTINA STRAUCH

Beispiel:
4 2
P (2| -3[5) g: x=[3 +t[1
3 -1
7. Qariante
Differenzvektor:
4 2 2 2+ 2t
3| *ti1 -3 = 6+t
3 -1 5 21

Skalarprodukt mit Richtungsvektor

2+ 2t
6+t | © | 1]=2(2+2t)+1(6+t) + (-1)(—2-1)=0
—2-t -1 4+4t +6+t +2+t =0
FuRpunkt 6t=-12
t=-2
4 2 0
xF = (3| - 2 1= 1
3 -1 5
0 2 -2
Abstandsvektor von P zum FuRpunkt: | 1| - |-3| = | 4
5 5 0

Der Betrag des Vektors ist der Abstand: v4 + 16 =20 =2 5

2. Oariante

-2 2 Projektion von P—x,

t = (v —|- A =12
PTG x) © 0 g © 11 B = auf den Einheitsvektor
V6 des Richtungsvektors.
4 2 0
Xe= 3| +:12 1 117 1 FuRpunkt
3 6 6 |-1 5
Xe= X, * ot a’
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3. ariante
g: x=x, tta ] e R

P: x,

E: (x—x,)oa=0
(x, +ta—x,)oa=0

Es gilt:

(x,—%x)0n =taoa

¢ = (% —X,)On
F~ |ll|2
Gesucht ist ein Vektor d in der Ebene Z,

der senkrecht zu a verlauft und durch
den Punkt P geht.

Dann bestimmt man den DurchstoBpunkt der Geraden durch die Ebene. Da
diese senkrecht zur Geraden liegt, ist der gesuchte Abstandsvektor auf alle
Falle ein Richtungsvektor dieser Ebene. Der berechnete DurchstoR3punkt ist
der gesuchte Lotfulipunkt.

Bei Abstandsberechnungen von Geraden ist der Abstand nur Uber
den Lotfupunkt zu bestimmen. Damit muss ein Parameterwert t_

bestimmt werden. Alle drei Varianten bestimmen den Wert t_ und
die Herleitung aller Formeln fiihrt zu dem gleichen Ausdruck fir t_.

4. Qariante

Grundsatzlich kann man auch davon ausgehen,
dass eine Gerade und ein Punkt in einer Ebene
liegen. (Konstruktionsmaoglichkeit fir eine
Ebenengleichung). Deshalb soll die P
Problematik in dieser Ebene betrachtet werden. ~p
Der Winkel laRt sich aus dem Skalarprodukt der
beiden Vektoren a und x, — x; berechnen. Der Betrag von x, — x, ist
bekannt. Dann kann man den Abstand d (kein Vektor, nur Mal3zahl) Gber
die elementare Trigonometrie berechnen:

d=|x,—x) sina

Dazu muss man noch nicht einmal den Winkel a berechnen, da nach dem
Pythagoras der Trigonometrie gilt: sin? a + cos2 a = 1

2
1 _cos2q (x,—x,)0a
d=|XP—XO|°\/1—0052q =|xP_x0|.J1 ) w

Beispiel:
4 2
P (2] -3|5) g x= 3| +t 1
3 -1
3. Oariante

Ebene, bei der der Richtungsvektor von g der Normalenvektor von E
ist. Dabei ist die Verschiebung der Ebene unbekannt, deshalb ist das
¢ zu bestimmen. In der Ebene muss aber unbedingt der Punkt P
liegen also muss dieser die Ebenengleichung erfiillen:

X 2 2 2
E:|x |01 =c E:|3/01 =-4
X, -1 5 -1
Xy 2
was zur Ebenengleichung E: | x, | © 1| = —4 fihrt.
X -1

3

Einsetzen der Geradengleichung in die (Koordinatenform der)
Ebenengleichung
2x, + X, — X, =-4 4 2 0
2(4+2t) + (3+t) — (3-t) =—4 Xe= g -2 /1] = |1
t=-2

Die unterschiedlichen Werte fur t resultieren daraus, dass einmal auf
den Einheitsvektor Bezug genommen wird und einem auf den Origi-
nalen Richtungsvektor. Der zuerst berechnete Wert dividiert durch die

Lénge des Richtungsvektors ergibt: -1

12 =-2
V6

1
V6


http://www.treff-lernen.de/

Mathematik — Intensivkurs: Vektorrechnung und Analytische Geometrie

Thema

Gesetze und Regeln

Musterbeispiele

Lagebeziehungen
Geraden

© Dipl.-Math.
Armin Richter

Treff@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH

5. ariante

Berechnung des Abstandes ohne LotfulBpunkt, dafiir intensiv mit Vektorprodukt.

g:x=x, tta

nur (3
P: x, } nur (R

* Ein Punkt und eine Gerade
liegen immer in einer Ebene,
wenn der Punkt nicht auf der
Geraden liegt.

* Der Richtungsvektor der Geraden
und der Verbindungsvektor zwischen
Stltzvektor und Punkt P sind
Richtungsvektoren der Ebene

» das Vektorprodukt der beiden
Vektoren liefert den Normalenvektor
der Ebene

(xp—x,)Xr=n

» das Vektorprodukt vom Normalenvektor mit dem Richtungsvektor der
Geraden liefert einen Vektor » , der in der Ebene von g und P liegt (da
senkrecht zu n) und der senkrecht zum Richtungsvektor v ist.

nxr=»

« das Skalarprodukt von x, — x; auf den Einheitsvektor von d liefert den
Abstand von P zur Geraden g

(xp—x,)0 0=
A

5. ariante
P (2| -3|5)

Verbindungsvektor zwischen Stitzvektor

und Punkt P :
( 5 xo)

Vektorprodukt des Verbindungsvektors g
mit dem Richtungsvektor der Geraden: '2

—
N
1
—
—

N B~
o 7
n
—
a1 =N
N

-1
(xp—x)xr=n

Der Richtungsvektor der Geraden und der Verbindungsvektor des
Stiitzvektors mit dem Punkt P liegen in einer Ebene. Der berech-
nete Vektor ist der Normalenvektor dieser Ebene.
-1
2
0

1) Da dieser Vektor senkrecht zum Normalenvektor ist, liegt er in
der Ebene, in der der Richtungsvektor der Geraden und der
Verbindungsvektor von Stiitzvektor und Punkt P liegt.

2) Da der Vektor auch senkrecht zur Geraden liegt, ist es der
senkrechte Abstandsvektor von der Geraden zum Punkt P.

n

mit dem Richtungsvektor der Geraden: | 1| x| 1]=]12
5

Vektorprodukt des Normalenvektors { 2} 2 -6 {
nxr=» -1 0

Das Skalarprodukt des Verbindungsvektors mit diesem Einheits-
vektor liefert den Abstand von P zur Geraden

(x,—x,)0 0=

-2 -1
1 _ 10 _
6 |o 2|=--2=-2V5
A {2} VS{O} o

(Vergleiche mit dem Abstand aus Variante 1.)
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# Lagebeziehungen Gerade — Gerade

Gegeben sind zwei Geraden im R?
g, x =x, +ta, Parameterform

g,; X =X, +sa, Parameterform

1. Priifung

Sind die Richtungsvektoren linear abhangig:
a,=ka,: axa =907
(0, © n)=]a] |

Ja

Die Geraden kénnen identisch
oder parallel sein.

2. Prifung

Sind ein Richtungsvektor und der
Verbindungsvektor der beiden
Festpunkte linear abhangig
a =KX, -x )
(x,—x,) Xa, =0 7?

Nein
Die Geraden konnen sich
schneiden oder windschief sein.

2, Priifung
Sind die beiden Richtungsvektoren

und der Verbindungsvektor der beiden

Festpunkte linear abhangig:
N-8 =kt
(x,—x,) ©(a,Xa,) =0 ?

Ja Nein
Die Geraden Die Geraden
sind identisch. | sind parallel
axa,=9 axa, =9

(x,—x,) Xa, =0

(x,—x,) X0, #©O

Ja Nein
Die Geraden Die Geraden
schneiden sich. sind windschief
axa,# O axXa# O
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01: ?\02 aI: }\aZ
-X, = ua X, —X, F pu

(x,—x,) ©(a,Xn,) = 0| (x,—x,) O(a,xn) # 0
inm (R *

a7 Aa,

nicht moglich
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] @ Schneidende Geraden
Lagebeziehungen = Schnittwinkel im R? und R
Geraden
__%0m,
cos (0 0) =90 o
7¢ Schnittpunkt im R? (Parameterform /HNF) Einsetzen der Parametergleichung in die Koordinatenform:
- A .o (2 1 =
t=0 .x—[]+t-[ } y=—x+2
g,; x =x, +ta, Parameterform g\& 9i -1 3 92 Y
1
g,- xon,=d, Hessesche Normalform 0= y+x—2=(—1+43t)+ (2+1)-2=0
X =X, +tta 4t-1 =0
t="

0 —
x;on’=d, X,

Nach der links hergeleiteten Formel:

_2-(2e1-1-1) _,
= A 1+3.1) T 7

0= 0 —
ssomn’=(x +t;a)on’=d,

_ d,-x,0onf

s a,0mn

Schnittpunkt: S( 2V |~ )

7%z Schnittpunkt im R? (HNF /HNF)

g, xon=d, Hessesche Normalform
g,; xon=d, Hessesche Normalform g —-3x+2y=-5 g, x+4y—-17=0
Lésung eines linearen inhomogenen Gleichungssystems: zwei Gleichungen mit _3x +2v=_5
zwei Unbekannten y
o_ o o_ x+4y =17
xonl=xn+yn.0=d,
xonl=xn,’+yn,°=d, Schnittpunkt: S( 27/, | 2%/.)

Wenn die Geraden nicht parallel sind, gibt es eine Lsung.
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%7 Schnittpunkt im R?/ R® (Parameterform /Parameterform)

g, x =x, tta,

g, ¥ =X, +ua, Parameterform

Parameterform

Lésung eines linearen

X=X, e
X =X, HUug

inhomogenen
Gleichungssystems:
zwei Gleichung mit zwei

>

s, +tu e =X e

Unbekannten

— [18 3
g,:Xx=19 | +t/-10

11 3
3

+t 1_10
3

8 -3 11
7 -7s =18+ 3t —7s— 3t =11
1+ s = 9-10t = s+10t = 8
8 -3 =11+ 3t -3s—- 3t =3

Das Gleichungssystem besitzt eine Lésung: t=1;s=-2

Durch Einsetzen der ermittelten Parameter erhalt man den
Schnittpunkt:

)R - B

.
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im R #
g, xon’=d, Hessesche Normalform

g,- xon’=d, Hessesche Normalform

1

2= ((x —x)on’)nf
= (d1 - dz) "10

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit setzen wir:
Fir parallele Geraden kénnen wir annehmen:
=> die Normalenvektoren

sind gleich n.%=mn°

im (R’
7. Oariante

g,. x =x, +ta, Parameterform
g, ¥ =X, +ua, Parameterform

Senkrechte Ebene zu den beiden Geraden

E: (x-x)0 o, =d
Hessescher Normalform

Einsetzen der Geradengleichung 2
in die Ebenengleichung zur
Bestimmung des Durchstof3-
punktes. Fur Geradengleichung 1
ist Stutzvektor gleich Durchstof3-
punkt, da mit diesem die
Ebenengleichung erzeugt wurde.

d-— (xz — x1)®a1
D2 00 a,

(x,*+u,0,-x)0 a =d Sy =

- (=2 3 ~ |4 3
g,:Xx= |-3|*+s|2 g,:x= |2/ +t]2
-2 2 5 2

Ebenengleichung: N 4 3
x — |2 |o/2] =0 3x,+2x,+2x,=18
5 2
Durchstopunkt fir g,:
((2+3s-4)3 +(—3+2s+2)2+(-2+2s-5)2=0 4
-34+17s=0 1
s=2 2
DurchstoRpunkt fur g,:
(4+3t-4)3+(-2+2t—+2)2+(B5+2t-5)2=0
t=0

(Da die Ebenengleichung mit dem Stiitzvektor von g, erstellt wurde, ist
dieser Stiitzvektor auch gleichzeitig Durchsto3punkt von g, durch die

Ebene.)

Der Differenzvektor der beiden DurchstoBpunkte |4 4 0

gibt den Abstandsvektor. 11-1-2/=|3
2 5 -3

Der Abstand ist der Betrag dieses Vektors: V18 =312
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2. Oariante im (R’

g, x =x, +ta, Parameterform
g, x =x,tua, Parameterfoln

J

— 4 3 - -2
g,:x= |2+t 2 g,:x= |3 |*s
5 2 -2

Verbindungsvektor der
beiden Stutzvektoren:

Normalenvektor der
Ebene, in der die beiden Ge¥adep X a,=u
liegen:

2T
Zwei parallele Geraden liegen
immer in einer Ebene
Der Richtungsvektor einer Geraden A\/ ‘ xg\x 9,
und der Verbindungsvektor zwischen
den beiden Stiitzvektoren sind 9,

Richtungsvektoren der Ebene

das Vektorprodukt der beiden Vektoren liefert den Normalenvektor der
Ebene
(x,—x) xa=n

das Vektorprodukt vom Normalenvektor mit dem Richtungsvektor der
Geraden ( a, ) liefert einen Vektor d, der in der Ebene liegt (da senkrecht
zu u) und der senkrecht zum Richtungsvektor a, ist.

nxa=2»

das Skalarprodukt von x, — x, auf den Einheitsvektor von d liefert den
Abstand von g, zur Geraden g,.

(xz_x1)°ho

Senkrechter Abstandsektor
zwischen den beiden
Geraden:

nxa=>»

auf den Einheitsvektor des -1

-2
-3
-2

-6
-1
7

4
-3
-3

Projektion des Verbindungsvektors [6} 1
oL
V2

Abstandsvektors: -7

x1)ohO

(xz_

4 -6
- =2 = |1

5 -7

3 4
X|2] =3

2 -3

3 0

X2 =1

2 1
0 5 J
1 =--L =-3\2
p \2

(Vergleiche Berechnung

des Abstandes auf der
vorhergehenden Seite.)


http://www.treff-lernen.de/

Mathematik — Intensivkurs: Vektorrechnung und Analytische Geometrie

Thema

Gesetze und Regeln

Musterbeispiele

@ Windschiefe Geraden im R?

Lagebeziehungen
Geraden

© Dipl.-Math.
Armin Richter

Treff@
Lernen

g% =X,
g, X =X,

+ta, Parameterform
+t a, Parameterform

E,IIE,

N m Xt
Nm N
xF2: xF1+ h
d0a, =200, =0

s

2

Abstand und Lotvektor

CHRISTINA STRAUCH

7

d—s.a,

ol o, x| = |a,0(x,xa,) + a,0(x,xn,)]
(Die Richtung von b ist a,xa,)

Oariante
—(x,-x,) +ta, =90
20 (a,xXn,) = (x, -X,)O(a, Xa,)

2. Variante
0 a,=20a,=0 = Dbl axXa
2= (% —%;) O(a, X))’

|o(a,xa,)

= X,0(a,Xa,) - X,0(a, Xa,)

0 = 440
= 0,0(x, Xa,) + a,0(x,Xun,) (,x0,)" = n

a Xa, ist der Normalenvektor einer
Ebene, in der g, oder g, liegt, da
zwei windschiefe Geraden in zwei
parallele Ebenen gelegt werden
kénnen.

d = ((X1 - X )G)(a1><l12)0) (u1><a2)0

b _1

_W (x—-x)0 n)n

| 8| ist der Abstand der beiden Geraden.

14

+s|
3 0

— 1 1
g,:x=|-3| +t| 2 g,:X=1| 4

2 -3

Priifung, ob die Geraden windschief sind, sind nicht nur (ber die
Frage nach dem Schnittpunkt, sondern auch (ber die lineare
Abhéngigkeit des Verbindungsvektors der beiden Aufpunkte mit den
beiden Richtungsvektoren der beiden Geraden:

1 2 14 1 0
k|2 |+l |=3] +m || 4 |- |-3||= |0
-3 0 3 2 0

k+2[+13m=0

2k-3l+ 7m=0

-3k + m=0

Dieses Gleichungssystem hat nur die Nullldsung, damit linear
unabhangig und damit windschief !

Beispiel nach Variante 2, da fiir Variante 1 intensiv mit dem Vektor-
produkt gearbeitet werden muss. Fiir (a, x a,) kann man den Vektor n

setzen.
Teil 1: Bestimme die Ebenengleichungen

2
Aufpunkt einer Ebene und die E ;?: _13 +t) o | +s| =
Richtungsvektoren beider Geraden: 2 -3 0

1

9
Normalform oder Koordinatenform: E,: [6 } o

~N O ©

Normalenvektor der Ebene, n= {

Teil 2: Bestimme den Abstand

14 1
o 4 |—1| -3 =d
3 2

1 9
V92 + 62 + 72 S

— g o 1 (117 + 42+ 7)
6 A e —
V92 + 62 + 72 7 1 \N92 + 62 + 72
= 166 _ 158
V166
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@ Windschiefe Geraden im R?

%7 Berechnung der FuBpunkte

(Berechnung der FuBBpunkte windschiefer Geraden ist das schlimmste, was die
Vektorrechnung zu bieten hat, deshalb macht man das nur, wenn es notwendig

ist, und nicht bei der Berechnung des Abstandes.)

x¢, Ortsvektor zum Fupunkt

der Geraden g1
., Ortsvektor zum Fupunkt

der Geraden G2

xF2= xF1+ ®

9 senkrecht zu beiden
Richtungsvektoren
20a, =d00,=0

EIE,

Fir diese Berechnung muss d von x_, nach x_, gerichtet sein, was gleichbedeu-

tend ist mit x_,=x_,+ d. Die FulBpunkte mussen auf alle Falle ihre jeweilige
Geradengleichung erfillen:

NoEN e =X s et d=x 4D

x,00,+t 0,00,= 200,

|ob, = x, Xa,
dax, L b a LB

(d - x,)08, _(@+x)0b,

St = —— SrT T ob

a,0b, a, ©b,

Die Bestimmung der FuBpunkte in denen der kiirzeste Abstand erreicht wird
ist etwas aufwendig. Da in der Schulausbildung die notwendigen
mathematische Voraussetzungen fehlen (Vektorprodukt) wird es sehr selten
behandelt und dann Uber einen aufwendigen Weg.
Dazu soll wieder die obere Zeichnung betrachtet werden. Fir die Fulipunkte
F, und F, gelten folgende Bedingungen, aus denen die notwendigen
Gleichungen generiert werden:
(1) F, ist ein Punkt auf der Geraden g,
(2) F, ist ein Punkt auf der Geraden g,

(3) F, —F, ist senkrecht zu beiden Richtungsvektoren der Geraden.

5[ 1 ~ (14 2
g,ix= | 3| +t| 2 9,1X=| 4| +s |-
2 -3 3 0

(Die gleichen Geraden, wie im vorhergehenden Abschnitt)

Fur beide Gleichungen benétigt man den Differenzvektor der beiden
Geradengleichungen

14 1 2 1 13 2 1
F,-F,= |4 |- |-3|+s|-3 -t 2|=|7|+s|-3|-t |2
3 2 0 -3 1 0 -3

Skalarprodukt mit dem Richtungsvektor von g.:
(13+2s—-t)1+(7-3s—-2t) 2+ (1 +0s +3t) (-3)=0

Skalarprodukt mit dem Richtungsvektor von g,
(13+2s—-1)2+(7—-3s—-2t) (-3)+(1+0s +3t)0=0

24— 4s-14t=0
5+13s+ 4t=0

Fihrt zu dem Gleichungssystem:

oder umgestellt: 24= 4s+14t

5=-13s- 4t
liefert die Losung: s=-1; t=2

N 1 1
Das flhrt zu den FuBpunkten g, :x.= |-3|+2 {2 } =

2

9,:

x4
-—
W~
|
—
|
o N
N R
1
—

9
und zu einem Abstandsvektor F, - F, = {6 }
7

und zu einer Entfernung d =V 92+ 62+ 72 = V166 =~ 12,88

(Punkte lassen sich in der Vektorrechnung nur (iber Parameterdar-
stellungen und Gleichungssystemen bestimmen. Punkte sind
Ortsvektoren; Skalarprodukte und Vektorprodukt liefern nur relative
Absténde oder verschiebbare Vektoren.)
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@ Spiegeln eines Punktes an einer Geraden im R?

Das Spiegeln eine Punktes im R? lauft wie das Spiegeln eines Punktes an
einer Ebene im R3, da die senkrechte Richtung feststeht.

Soll ein Punkt an einer Geraden gespiegelt werden, bendtigt man unbedingt
den Fullpunkt des senkrechten Abstandes vom Punkt P zur Geraden, den
FuBpunkt des Lotes auf die Gerade.

Diese Berechnung wurde bereits beim Abstand eines Punktes von einer
Geraden gezeigt.

Jetzt berechnet man den Richtungsvektor vom Punkt P zum FuRRpunkt (auf die
richtige Richtung achten!) dieser Vektor wird verdoppelt und zum Punkt P
addiert. Dadurch erhalt man den gespiegelten Punkt P'.

P +PX. =A +t u
unter der Bedingung, dass PX_-u =0

Wie bei der Abstandsberechnung eines Punktes von einer Geraden im R? ist
hier mehr Aufwand zu treiben, als im R2. Das liegt daran, dass die notwendige
senkrechte Richtung nicht eindeutig festgelegt ist, da zu einer Geraden eine
ganze Ebene senkrecht ist. Deshalb muss hier erst der Fulpunkt bestimmt
werden, damit von diesem die Verbindung zum Punkt P gebildet werden kann.
dazu kann man die beiden Verfahren nutzen, die schon beim Berechnen des
Lotes auf eine Gerade benutzt wurden:

1. Ebene senkrecht zur Gerade und durch P, dann DurchstoB3punkt durch die
Ebene berechnen. Dieser DurchstoRpunkt ist der gesuchte FuRpunkt.

2. Projektion des Verbindungsvektors des Geradenaufpunktes auf den
Richtungseinheitsvektor der Geraden. Der berechnete Abstand ist der
Abstand des Fulipunktes vom Aufpunkt der Geraden.

Hier soll der 2. Weg beschritten werden.
Zur Auflésung der ersten Gleichung nach t. missen die Vektoren dieser

Gleichung das Skalarprodukt mit u gebildet werden.

Peu+PX.cu=A-u+t |ul?

was aufgelost nach t_ liefert:  t_ = %)_u =[(P-A)coud]e |1?|
X. =A+1t_u Das bei der Berechnung von t_,noch lbrige 1/lu|“ sichert, dass
hier das t_eigentlich mit dem Einheitsvektor u® multipliziert wird.

Was auch so sein muss, da durch die Lénge von u keine
zusétzliche Ldngenénderung entstehen darf.

X. — P liefert den Abstandvektor.

Gerade

Musterbeispiel

Der Punkt P ist an der Geraden g zu spiegeln.

— 8 2
Geradengleichung:  g,:x= |11 |+s|3

b

8 2) (4
_ ) 28 1|2 _
X =A*tu {11J+\/14 V14 |3 H

8 1

AP -u
|ul

_—2-12-14 _ =28
V14 V14

AP =

8 1

uO

Hier ist auf die genaue Richtung zu achten !

-3
Abstandsvektor PX_ :[_2}

12
7 -3 1
P=P+2PX_=7 +2/ 2/= |3
-6 12 18
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# Lagebeziehungen Ebene — Punkt

Alle Abstandsberechnungen zur Ebene gehen (ber die Normaleneinheitsvektor
der Ebene. Der Einheitsvektor ist entscheidend, da alle Abstéande auf einen
Vektor mit der Ldnge 1 bezogen werden miissen.

Beim Berechnen von Absténden wird der Differenzvektor zweier Punkt mittels
Skalarprodukt auf den Normalenvektor projiziert.

(s.dazu geometrische Deutung des Skalarproduktes)

P (1]612)
X4 1

E: | X |®|-2| =1 Hessescher Normalform
X 4

X

@ Abstand, Lotvektor, FuBpunkt des Lotes

Das Skalarprodukt ist eine Projektion des Vektors %2 | auf den

E: xon =d Hessescher Normalform (2° O P
P: P:x,

- X=X, -D
Es gilt: > || w0

7. Qariante

Abstand: Id1= (x,—x;)
no

(%o — xp)OM°

(Abstand ist die Projektion des Differenzvektors auf den Normaleneinheits-
vektor.)

Abstandsvektor: =
v > ‘_| b [n ! o o (Abstandsvektor ist die Verldngerung
= (%= %:)OW) " gog Normaleneinheitsvektors auf die
= (d — x, ON0) nO Lénge des Abstandes.)
FuRpunkt: %= X, d Dabei ist auf die Orientierung von n zu achten,

sonst liegt der FuBpunkt nicht auf der Ebene. Wenn
bei der Abstandsberechnung der orientierte
Abstand benutzt wird, vereinfacht sich die
Rechnung.

2. Qariante (Schulvariante)
Geradengleichung durch P mit dem Normalenvektor n als Richtungsvektor
der Geraden. g x=x +tn
E: xon =d
DurchstoBpunkt durch die Ebene bestimmen liefert den Fulipunkt.
Geradengleichung in die Ebenengleichung einsetzen.

E: (x,+tn)o n =d

Auflédsen nach t liefert den Parameter flr den Durchstof3punkt.

3
Normalenvektor. Diese Projektion hat fiir alle Ortsvektoren, die in der
Ebene liegen den gleichen Wert, dafir ist es ja die Ebenengleichung,
die ein Merkmal flr alle Punkte der Ebene ist.
FiUr Punkte aulRerhalb der Ebene entstehen andere Werte. Bringt man
den konstanten Wert mit auf die linke Seite, erhalt man fir die Ebene
die Gleichung

X1
E: |x,|@2 -1=0
x| |4

3
aquivalent dazu kann man die Koordinatenform der Ebene benutzen
X, —2X, +4x, =1

Fur alle Ortsvektoren, deren Ende nicht auf der Ebene liegt wird die
Gleichung auf der rechten Seite keine 0 liefern. Da der Normalenvektor
senkrecht auf der Ebene steht, werden die Ortsvektoren auf den
senkrechten Abstand projiziert und geben so ein Mal fir den Abstand
an. Hat der Normalenvektor die Lange 1, dann ist der exakte metrische
Abstand bestimmt.

1] |1
11l 6|o-2 -1= =4
V21 (2] 14 V21

Der mit dem Vorzeichen orientierte Abstand zeigt, dass der Normalen-
vektor und er Ortsvektor einen Winkel Gber 90° miteinander bilden
(cos negativ), damit liegt der Punkt nicht auf der Seite, in die der
Normalenvektror zeigt. Hat der Abstand zum Nullpunkt das gleiche
Vorzeichen liegt der Punkt in dem Halbraum, in dem auch der
Ursprung liegt.
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@ Schnittbedingung

x4 {xo on=D gc E Gerade liegtin der Ebene
g: x=x,Tta {: 0 x,on#D g ||E Gerade parallel zur Ebene
aon
E: xon=D

# 0 g schneidet E

@ DurchstoBpunkt aon =0

%7 Ebene Parameterfrei /Gerade Parameterdarstellung

X, On=(x, +t;a)on
= xon+taon=D
D-x,0mn

=K% oo

Ebenengleichung Geradengleichung

RIS

1 1 -
5 =0 oder E,;:| 3] o x = -8
3 2

- =8 — (41+4+-3)+62) _ =8-4+12-12

%7 Ebene Parameterdarstellung / Gerade Parameterdarstellung

X=X, +Usa +V b
X=X, thr

Nttgr=x+Usa +Vg b Gigichungssystem 3 Gleichungen

tir—uga—-v b=x -x mit 3 Unbekannten: t, u, v.

@ Schnittwinkel Ebene - Gerade
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g: x=x,+ta_g __mnoa
A I e—
E: xon-D o8 4L = T al
AnschlielRend ist der ermittelte Winkel von 90° zu subtrahieren, da bei der
Ebenen mit dem Normalenvektor und nicht mit Richtungsvektoren gearbeitet

wurde

(241 + 15(-3) + (-1)*2) 2-3-2

Eingesetzt in die Geradengleichung fihrt zum Durchsto3punkt

it


http://www.treff-lernen.de/

Thema

Mathematik — Intensivkurs: Vektorrechnung und Analytische Geometrie

Gesetze und Regeln

Musterbeispiele

Ebenen

© Dipl.-Math.
Armin Richter

Treff@
Lernen

Lagebeziehungen

@ Ebene senkrecht zu einer Geraden

g: X=x,fTta

P:x,

Setzt man den Richtungsvektor der

Geraden als Normalenvektor der 6
Ebene ein erzeugt man so die linke

Seite der HNF der Ebene: xGa
Da der vorgegebene Punkt die T

Ebenengleichung erfiillen soll, setzt za \
man in die linke Seite den Ortsvektor
von P ein und erhalt die rechte Seite
der Gleichung:
%,00=D E: x0a=D

_X)Z 4 + re 2
Geradengleichung: 4 1
6 -1

P (1]6]2)

Ebene senkrecht zur Geraden und durch den Punkt P:

-

@ Gerade senkrecht zu einer Ebene

E: xon=D
P:x,

In diesem Fall ist der Normalenvektor der Ebene der Richtungsvektor der

Geraden. Der vorgegebene Punkt liegt auf der geraden und man erhalt die
Punkt-Richtungsform der Geraden:

x=x,tta

@ Abstand Ebene — Gerade fiir aou =0

% Ebene Parameterfrei /Gerade Parameterdarstellung

Das ist nur méglich, wenn Ebene und Gerade parallel verlaufen

gix=x,*ta
E: (xy—xp)on® =0

3] = |(x,- x,) © n]
=|x,on°-d|

(Die Richtung von d ist )

D=1 n°

CHRISTINA STRAUCH

Benutze den Stlitzvektor der Geraden und den Normaleneinheitsvektor
der Ebene

Ebene in Normalform: Geradengleichung

IRENHO
-
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# Lagebeziehungen Ebene — Ebene

@ Schnittbedingungen

Gegeben sind zwei Ebenen im R?

E,: xon, =D, Hessesche Normalform
E,: xon,=D, Hessesche Normalform

1. Priifung
Sind die Normalenvektoren linear abhangig:
wo=km,: uxmn,=907
(n,© w)=|m] |u]

Ja Nein
Die Ebenen konnen identisch

oder parallel sein. Die Ebenen miissen sich

schneiden
2. Priifung

Sind die Werte D1 und D2
bezogen auf den

Normaleneinheitsvektor gleich
oder unterscheiden sie sich ?

Ja Nein
D,=D, D, #D,
E,=E, E, IIE,

Ebene identisch Ebenen parallel

{01 =D, E, Ebene identisch

E2
{ =0 n’=m D,#D, E, | E, Ebene paralel
"X,

# O E, schneidet E,
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@ Schnittwinkel zweier Ebenen

E,. xon, =D, n'on’

) _ L(mm,y) = ————2—
E,: xom, =D, cos £(1h;, ;) [38.°] [0

@ Schnittgerade

7 Beide Ebenen in parameterfreier Darstellung

7. Qariante

E,: xon, =D, Xom=xn,+yn,+zn,=d,

E,: xon, =D, Xom=xn, +yn,+zn, =d,
Lésung eines linearen inhomogenen Gleichungssystems: zwei
Gleichung mit drei Unbekannten — 1 wahlfreier Parameter

2. Variante o

Der Richtungsvektor der

Schnittgeraden ergibt sich aus

dem Vektorprodukt der beiden

Normalenvektoren der Ebenen:
a= nXxn,

da der Richtungsvektor in beiden

Ebenen liegen muss.

Ein Punkt aus der Schnittgerade

n
muss beide Ebenengleichungen
erflllen:

xom-D,=0

xon,—D,=0

7. ariante
E;: x,+2x, +2x,= 5
E,: x, +4x, =19
X, =t - [19 —4
x, = 19— 4t g:x=lg |*t 1
X, =—T7T+t =7

2. Qariante

Normalenvektoren der Ebenen:

— 1 — 1
n=|2| n=\4
2 0

N
Richtungsvektor der Ebene:  r=

X, +2X, +2X,= 5
X, +4x, =19
Punkt auf der Schnittgeraden: X, =3 X,=4 x,=-3

Gleichung der Schnittgeraden

=i

Der Richtungsvektor ist mit dem aus der 1. Variante identisch. Fir
u = —4 kann man den Aufpunkt der Geraden aus Variante 1 erzeugen.
Also sind die beiden Geraden identisch.
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Ebenen

E:x=x+ta +sb

E,. xon,=D,
(I) xP:x1+tPa+sPB =>x=x_+kze
P
x.om,=D,
X.0on, =x,on,+ t, aon, +s, bon, =D,
7. ariante 2. Wariante
aon, #0 setzes,=0 bon, #0 setzet,=0
D, -x0mn
otz 212 s _D,-x.0om,
u@“z P h®n2

(1) v =, xn, = (axb)xXn, = b(adOn, ) - n,(a0h)

% Beide Ebenen in Parameterdarstellung

X=x+Ua +VDh
x=x,+ta,+rb,

x,tta,+rb, =x +ua +vh Gleichungssystem 3 Gleichungen

ta,+rb,—ua +vbh =x -x, mit 4 Unbekannten: t, r, u, v.

Die Lésung fuhrt zu einer Parameterlésung, die geometrisch eine Gerade
darstellt. das ist die Schnittgerade.

@ Abstand paralleler Ebenen
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Armin Richter
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Ohne Beschrankung der Alilgemeinheit setzen wir:
n’=n? (Parallele Ebenen haben identische

Normaleneinheitsvektoren)

.

E,: xon =D,
. 0 —
E,: xon,’=D,

|h| = | d1 - d2|
p=d[n°

Parameterform von Ebene 1 Normalform von Ebene 2

4 4 1 4
-t E, 2| o —x> -1 1]/=0
1 -9 2 -1

G.L)('Mumj liber (Z(]UII‘ZIUZ(L und € i/ﬁiﬁ/(um;,
Parameterform von Ebene 1 einsetzen
Daraus entsteht eine Gleichung mit zwei Unbekannten.

HRRIEERHE

E

1
1(15+4t+4s—4)+2 (1 -t —s —1) + 2(-6 —t-9s +1) =0
1 +0t-16s=0
1
16

— |15
E,:x=]1
-6

S:
7. Qariante

Nach dieser Variante kann nicht gearbeitet werden, weil die Bedingung
a on, # 0 nicht erfullt ist. Beim Lésen uber Gleichungssystem flihrt

das dazu, dass die Variable sich herausloscht.

2.@ariante t,=0
D,-XOM, 4 — (1511 +12+(-6)2) _ 4=15-2+12
bom, (41 + (-1)2 + (-9)°2) 4-2-18
SP:__116 =11_6 (Vergleich mit oben)
N D REAREE
4 Xp = 1 + | +% — = 46
-6 -1 -9 -105
E, 12/°36 15 7| 1] 729 55|1
2 -105 -1 2 _89

= (1802 -178) =0

Der Punkt liegt auf beiden Ebenen.
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Soll ein Punkt an einer Ebene gespiegelt werden, hat man gegeniber der
Geraden den Vorteil dass man die Richtung des senkrechten Abstandes
durch den Normalenvektor kennt. Andererseits muss man aufgrund der
Orientierung des Normalenvektors unterscheiden, ob der Punkt auf der
selben Seite von der Ebene wie der Ursprung liegt, oder auf der anderen
Seite, wie der Ursprung.

Alle Abstandsberechnungen mit Ebenen laufen Uber die HNF oder die
Koordinatengleichung der Ebene.

Eine Unterscheidung der Formel, auf welcher Seite der Ebenen der Punkt
liegt ist nicht notwendig. Beide Falle fihren zur gleichen Formel.

d, = (P-A) * n° P

d, ist ein Vektor, der von der Ebene weg zum
Punkt P zeigt. Der von den beiden Vektoren

eingeschlossene Winkel ist immer kleiner als X. n
90°. Damit auch wirklich der Abstand von der—
Ebene zum Punkt genommen wird, muss der A Ebene

Abstand mit n° multipliziert werden. d
AuRerdem bendtigt man von P aus die

Richtung zur Ebene und dann den gleichen

Abstand noch einmal in die entgegengesetzte

Richtung. Damit erhalt man den Spiegelpunkt

von P durch: O

P'=P —2[(P-A) > n% n°

Berucksichtigen muss man die Orientierung des Normalenvektors, denn der
muss ,vom Ursprung weg"“ zeigen. Um das zu sichern betrachtet man die
Koordinatenform in der folgenden Schreibweise: ax + by + cz=d

Wenn in dieser Form das d > 0 ist, dann zeigt der Normalenvektor vom
Ursprung weg. Ist d < 0 muss die ganze Gleichung mit -1 durchmultipliziert
werden, um den notwendigen Zustand herzustellen.

Musterbeispie| Der Punkt P ist an der Ebene E zu spiegeln.

o

Ebenengleichung:  2x, +x, + 2x, =20

i

Normalenvektor und _
damit senkrechte Richtung: " =

Erster L6sungsweg

Um den Differenzvektor AP auf den Normaleneinheitsvektor zu
projizieren musste erst ein Punkt auf der Ebene bestimmt werden.
Deshalb wird hier ein anderer Weg gewahlt. Es wir der Abstand des
Punktes von der Ebene bestimmt und der mit dem Nomalen-
einheitsvektor multipliziert.

d =1 (2:7 + 6 +29-20) =6

Der orientierte Abstand ist positiv, der Punkt liegt auf der anderen
Seite des Nullpunktes. Der Normalenvektor zeigt auf die Seite, auf
der P liegt, deshalb ist der entgegengesetzte Normalenvektor zu

nehmen. 7 -2 -1
PP=P+2dn%=6|+2:6:% -1 = |2
9 -2 1

Zweiter L6sungsweg

Es wird jetzt ein Punkt bestimmt, der auf der Ebene liegt und dann der
Verbindungsvektor zu P auf den Normaleneinheitsvektor projiziert.

3
_ AP-n _ 8-2+12 _
A‘s} il 3 °
3
[(P=A)on] ,_ © 21 |7
P=p_2 =6 —2+61% 1| =2
In| 9 2 1
Dritter L6sungsweg

Es wird eine zur Ebene senkrechte Gerade erzeugt, die durch den
Punkt P geht. Damit ist die notwendige Richtung festgelegt. Auf dieser
Geraden muss auch der Spiegelpunkt P' liegen. Der Durchstof3punkt
der Geraden durch die Ebene ist der Ful3punkt des Lotes.

— 7 2
Geradengleichung: g,:X= | 6| S| 1
9 2

DurchstoRpunkt durch die Ebene: 2(7 + 2s)+ (6 +s) + 2(9 + 2s) = 20
14+4s+6+s+18+4s=20

7 2 3 38 + 9s =20
X.=P+tu=6-2/1|=4 9s =-18
9 2 5 s=-2

Hier ist auf die genaue Richtung zu achten !
Abstands- (4
vektor -2 P'=P+2PX_=

PX.: -4

{3
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