Linearkombination von Vektoren Seite 1

1. Linearkombination

Addition von Vektoren:
Vektoren werden addiert, indem man die jeweiligen Komponenten addiert.
Geometrisch wird der nachstfolgende Vektor an die Spitze des vorhergehenden angehangt

Multiplikation mit einem Skalar (reeller Zahl) :

Vektoren werden mit einer reellen Zahl multipliziert, indem man jede Komponente mit der reellen Zahl
multipliziert.

Geometrisch wird der Vektor verlangert oder verkirzt, ist die Zahl negativ wird seine Orientierung
umgekehrt.

Linearkombination:
Vektoren, die Gber Addition und Multiplikation mit einer reellen Zahl verbunden werden.
Geometrisch ist es eine Kette von aneinander hdngenden Vektoren.

Das Ergebnis einer Linearkombination ist wieder ein Vektor.

Das ist eine Linearkombination:

3 -1 2 0 4

514/ +3 2/-4/-5 +|3|=/49

5 - 8 - 9
Interpretation:

Man muss den ersten Vektor um 5 verlangern, den zweiten Vektor um 3, den dritten Vektor um 4 und
umkehren, den vierten Vektor nicht verandern, dann erhalt man den Vektor auf der rechten Seite.

2. Gleichungssystem

1.  Zeilenweise gesehen: Geradengleichungen im R? : Ebenengleichungen im R?

3x +2y =7 1. Geradengleichung
-1x +3y =5 2. Geradengleichung

= Die Losung eines Linearen Gleichungssystems ist der Schnittpunkt der beiden Geraden.
(zeilenweise Interpretation des Gleichungssystems)

2. Spaltenweise gesehen : Zerlegung des Vektors der rechten Seite in die Anteile der Spaltenvektoren

2| _ |7
' y[s} [5}
= Die L6sung eines Linearen
Gleichungssystems ist die Suche
nach den Linearfaktoren, um aus
vorgegebenen Vektoren einen
Vektor als Linearkombination zu
erzeugen.

(spaltenweise Interpretation des
Gleichungssystems)

3
-1

X

Lésung:
x=1
y=2

= Wie viele Anteile vom Vektor |_,

3 und vom Vektor [g} bendtigt man, um den Vektor [g }darzustellen.
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Seite 2 Linearkombination von Vektoren

Die Vektoren || und 1sind linear unabhangig

damit sind sie als Basis flir den Vektorraum
geeignet. J

Fot 4

Die Komponentendarstellung des Vektorst

unter der Basis undtist: [;]

(Bei diesem Beispiel muss man sich von der Denkweise Q g .
des liblichen rechtwinkligen Koordinatensystems I6sen. . 17—,
Es gibt andere Basisvektoren, die ein anderes 1 T
Koordinatensystem erzeugen. Es sind die Faktoren flir g 2

diese Basis gesucht, die den roten Vektor erzeugen.)

/// O
In dieser Basis hat der Vektor || die Komponenten [ (1)] und der Vektor 1die Komponenten [1 }

= Die Losung eines Linearen Gleichungssystems sind die einzelnen Komponenten die den Vektor der
rechten Seite als Linearkombination der Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix darstellen.

-4

-1
Die Lésung des Gleichungssystems: x =1;y =2
Der Vektor, der im rechtwinkligen Koordinatensystem die Komponenten [ }hat

3 1
2

X

bei Anderung der Basis auf

Was ist das ? 1 0 0 3
3/0|+5/1|+7/0| =15
0 0 1 7

Der Vektor der rechten Seite ist eine Linearkombination der Vektoren der linken Seite.
Die Vektoren der linken Seite sind die Basisvektoren des 3 dim Vektorraumes, indem jeder Vektor die
Richtung einer Koordinatenachse angibt.

und [t] die Komponenten

Schluf¥folgerung:

Die Komponenten eines Vektors sind die reellen Zahlen (Skalarfaktoren) mit denen man die
Basisvektoren multiplizieren muss, um den angegebenen Vektor zu erhalten. Im allgemeinen
sind die Basisvektoren immer die Richtungsvektoren der Achsen.

Was ist das ? 2 3 -2 3
X, | -4 +X%, [1+X% | 1=|5
7

3 5 1

» Gesucht sind diejenigen reellen Zahlen aus denen mit den Vektoren der linken Seite der Vektor der
rechten Seite dargestellt werden kann.

» gesucht ist die Komponentendarstellung des Vektors der rechten Seite unter Benutzung der Vektoren
der linken Seite als Basisvektoren

* was man berechnet ist ein Gleichungssystem. Interpretation des Gleichungssystems uber die
Spaltenvektoren und nicht Uber die Zeilen.

Das ist die Losung
des Gleichungssystems

x, =-0,7119 -0.7119 Das sind di.e Komponenten des Vektors der

- ’ rechten Seite unter Benutzung der Vektoren der
X, =1,7458 17458 linken Seite als Basis des Vektorraums
x, = 0,4068 0,4068 '
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3. Basis eines Vektorraums

Definition
Jede Menge von Vektoren heif3t Basis des Vektorraums, wenn folgende Bedingungen erfullt sind:

@ die Menge der Vektoren ist linear unabhangig

@ Jeder Vektor des Vektorraums ist eine Linearkombination der Vektoren der Basis

Schlussfolgerungen
=i+ Eine Basis kann nie mehr Vektoren enthalten, als die Dimension des Raumes angibt.
== Die Vektoren einer Basis miissen nicht senkrecht aufeinander stehen

=i« Die Lange der Basisvektoren muss nicht 1 sein.

Daraus lasst sich schliel3en, dass die Menge der Basisvektoren

@ der 2-dimensionalen Zeichenebene nicht mehr als 2 sein kénnen, damit diese linear unabhangig sind,
durfen sie nicht parallel (nicht kollinear) sein

¥ des 3-dimensionalen Raumes nicht mehr als 3 sein kénnen, damit diese linear unabhangig sind,
durfen sie nicht in einer Ebene liegen (nicht komplanar) sein .

Warum hat dieses Gleichungssystem Warum hat dieses Gleichungssystem
keine L6sung. eine Losung.
2 3 10
2 3 3
X, -4+ %, 1] = |5 X4 H*Xz 1}[-6}
3 5 7 3 5 16
Im 3 dim Raum spannen zwei Vektoren eine Ebene Liegt der Vektor der rechten Seite ebenfalls in
auf. Im 3 dim Raum liegen nicht alle Vektoren in der Ebene der beiden anderen Vektoren gibt
einer Ebene. Liegt der Vektor nicht in der Ebene der es eine Linearkombination, auch, wenn es im
beiden anderen, kann es keine Linearkombination 3 dim Raum ist.
aus den beiden Vektoren geben, die den 3. Vektor (Gleichungssystem eindeutig I6sbar)
darstellen.
(Gleichungssystem unlésbar)
GauBscher Algorithmus im GTR: GauRscher Algorithmus im GTR:
100 10 2
010 012
0 0 1 000

Die letzte Zeile muss eine Nullzeile sein, wenn sich das
des Gleichungssystems: Gleichungssystem l6sen Igssen soll. Warum : Es gibt nur
Ox +0x =1 : 2 Unbekannte, aber 3 Gleichungen, das ist eine
1 T Gleichung zu viel. Eine Lésung kann es nur geben, wenn
kann keine Losung haben. diese Gleichung in den anderen als Linearkombination
mit enthalten ist.

Die letzte Zeile zeigt die Unldsbarkeit

Zeilen:

Es ist tatsachlich so, dass mit dem Faktor 23/14 fir die

1. Zeile und mit 1/14 fir die 2. Zeile sich die 3. Zeile ergibt.
Das bedeutet, dass die 3. Zeile eigentlich Uberflissig ist,
da sie in den ersten beiden schon drinsteckt und keine
neuen Einschrankungen der Lodsungsmenge bewirkt.

1. Zeile 2. Zeile 3.Z¢eile
1. Spalte 23/14*2 + 1/14*(-4) = 21/7=3
2. Spalte 23/14*3 + 114*(1) = 7014=5
3. Spalte 23/14*10+ 1/14*(-6) =112/7=16

Spalten:

=i 2
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Linearkombination von Vektoren

Schluf¥folgerung

Im 3 dimensionalen Raum braucht man wenigstens 3 Vektoren, damit man jeden beliebigen Vektor
darstellen kann. Diese 3 Vektoren bilden dann eine Basis des 3 dimensionalen Raumes.
Es gibt unendlich viel Méglichkeiten flr eine Basis und nicht nur die eine bekannte.

Warum hat dieses Gleichungssystem
keine Losung.

JERIE

Gauldscher Algorithmus im GTR:

101 O
011 0
00 0 1

Die letzte Zeile zeigt wieder die
Unloésbarkeit des Gleichungssystems.

Begrindung:

Der dritte Spaltenvektor ist bereits eine
Linearkombination der beiden ersten. Solche
Vektoren nennt man ,linear abhangig“ weil sie sich
gegenseitig als Linearkombination darstellen
lassen. Mit 1 und -1 lassen sich die ersten beiden
Vektoren multiplizieren, um den dritte Vektor zu
erhalten. Damit spannen die drei Vektoren nicht
wirklich einen 3 dimensionalen Raum auf, sondern
nur einen zweidimensionalen. Der Vektor der
rechten Seite liegt nicht in diesem
zweidimensionalen Raum, deshalb kann man ihn
nicht als Linearkombination der drei Vektoren
darstellen.

Warum hat dieses Gleichungssystem
eine Losung.

RN

Gaulscher Algorithmus im GTR:

100 2
010 1
001 3

Das Gleichungssystem ist [6sbar mit den Losungen
X,=2;X,=1undx,=3

Begrindung:

Die drei Vektoren der linken Seite spannen einen
dreidimensionalen Raum auf. (Es Iasst sich kein
Spaltenvektor als Linearkombination der beiden
anderen darstellen.) Solche Vektoren nennt man
slinear unabhangig®. Deshalb Iasst sich jeder Vektor
des 3 dimensionalen Raumes als
Linearkombination dieser drei Vektoren darstellen.
Fur den Vektor der rechten Seite waren die
Komponenten fiir die Basis der linken Seite :

i

Warum hat dieses Gleichungssystem
eine Ldsung, obwohl links die gleichen Vektoren
wie oben stehen.

Gauldscher Algorithmus im GTR:

X

101 4
01-1 41
00 0O

Die letzte Zeile zeigt , dass das
Gleichungssystem eine
Parameterldsung hat.

Begrindung:

Der Vektor der rechten Seite liegt ebenfalls in der
Ebene, in der die anderen drei Vektoren liegen.
FUr eine Ebene bendtigt man aber nur zwei
Vektoren, um jeden Vektor der Ebene
darzustellen. Hier gibt es aber drei zur Auswahl.
Damit gibt es unendlich viele Mdglichkeiten der
Zusammenstellung der linken Vektoren, damit
der rechte Vektor entsteht.

Wahlt man x, = t, dann ergibt sich fir x, =—1 +1
und flr x, =4 —t . Gibt man t einen konkreten Wert,
z.B t = 5 dann ergibt sich flr x, =4 und x, = 1.
Damit ist eine Mdglichkeit den Vektor der rechten
Seite zu erreichen:
H
=| 6
-9

(3203
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4. Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt ist eine der wichtigsten Beziehungen der Vektorrechnung. Gegeniiber den anderen
beiden Produkten, dem Vektorprodukt und dem Spatprodukt gilt das Skalarprodukt unabhangig von der
Dimension des Raumes, wahrend die anderen beiden Produkte nur im R® existieren.

Unabhangig von der Dimension des Raumes wird mit dem Skalarprodukt nachgewiesen, ob zwei Vektoren
senkrecht zueinander stehen. Fiir den R und R® kann auBerdem der Winkel zwischen den beiden Vektoren
und der Abstand von Punkten, Geraden und Ebenen zueinander bestimmt werden.

Die folgenden Abschnitte sollen zeigen, warum das so ist und wie man das erreichen kann.

b

1 1

a
Definition R
Gegeben seien zwei Vektoren a = a

a

2l und b = EZ im R (fir den R? ist eine Komponente wegzulassen)
3 3

dann versteht man unter dem Skalarprodukt den Wert, der durch die Summe der einzelnen
Komponentenprodukte gebildet wird:

- —

acb =a-b,+a,b,+a,;b,

(Ublicherweise wird das Multiplikationszeichen des Skalarprodukts als kleiner Kreis angegeben, um es
deutlich von dem Produkt eines Vektors mit einem skalaren Wert zu unterscheiden.)

Wie es der Name schon sagt, ist das Ergebnis eine skalare Grof3e — reelle Zahl — und kein Vektor. Damit hat
das Skalarprodukt auch keine Richtung und kann als solche nicht gezeichnet werden.

Rechenregeln fir das Skalarprodukt

ao(b+c)=acb+aoc Das Skalarprodukt ist distributiv

aob =bo a Das Skalarprodukt ist kommutativ

aoa =|a?=a? Das Skalarprodukt mit sich selbst ist das Quadrat des Betrages

[@ebl<|al *|b| Der Betrag des Skalarproduktes aus zwei Vektoren ist immer kleiner als das
Produkt der beiden Betrage

(c@)ob =x(@aob) Ein skalarer Faktor kann ausgeklammert werden.

a4, =(aob%be Komponente von a in Richtung b

a =a o b’=|ajcos «(a, b°)  Projektion von a auf b

a.'=|alsin «(a, b°) Projektion von a senkrecht zu b
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4.1. Das Skalarprodukt und die Trigonometrie

Die Darstellung von zwei Vektoren, die von einem Punkt ausgehen, kann man so erganzen, dass rechtwinklige
Dreiecke entstehen. Der Winkel zwischen den beiden Vektoren ist dann immer ein Winkel zwischen einer
Kathete und einer Hypotenuse. Da die Kathete anliegend ist handelt es sich um die Ankathete und die
zugehorige trigonometrische Funktion zu Ankathete und Hypotenuse ist die cos — Funktion. Die Lange der
Projektion eines Vektors auf die Tragergeraden des anderen Vektors liefert den Wert : Betrag des Vektors mal
cos des eingeschlossenen Winkels. Das ist ein wesentlicher Bestandteil des Skalarproduktes. Fir den Wert
des Skalarproduktes selbst ist nur noch mit dem Betrag des Vektors zu multiplizieren, auf den projiziert wurde.

5 L

EINS

o ) ® 7N
4 \O IR 1 R

\ N
3| 4, RN
Q%Y a ~L

2 /. \'.
1| 4 —

J
\

acb=al |b] cos a=|a| b, ”[ﬂ"’: gj b,=5,36 [a] =447
aob=2397

(Die Werte von b, und |a| sollen durch ausmessen bestimmt werden, auch, wenn dabei die Genauigkeit von

zwei Stellen hinter dem Komma nicht erreicht wird. Fir die Berechnung gilt, dass der eingeschlossene Winkel
49,4° betragt)

5
4
\
3 \
A \
2 \

.

a\C®>" 4 5 6 7 8 9 10

|\

a =291 |b|=8,24
aob=2399

aob=]|al|b]cos a=|b|a, a=[2}b=g
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4.2. Das Skalarprodukt mit einem Einheitsvektor

Der Vektor

aiw aibd

1
Skalarprodukt mit : [2]
4/5+1+3/5+2=10/5=2
Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck:

Hypotenuse: V5 eingeschlossener Winkel : 26,5 °

Ankathete: A=+5¢cos 26,5°=2

ist ein Vektor der Lange 1 und damit ein Einheitsvektor.

14

Skalarprodukt mit 5
-2
5

4/5 +14/5 - 3/5 + 2/5=50/25 =10/5 =2

Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck:
Hypotenuse: 2V2 eingeschlossener Winkel : 45°

Ankathete: A=2V2+cos45°=2

Ist der Vektor, auf den projiziert wird, der Einheitsvektor

des Richtungsvektors, dann ist das Skalarprodukt identisch
mit dem Abstand des FuBpunktes vom Aufpunkt.

© Dipl.-Math. Armin Richter
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5. Das Vektorprodukt

Wahrend das Skalarprodukt unabhangig von der Dimension des betrachteten Raumes berechnet werden
kann, existiert das Vektorprodukt nur im dreidimensionalen Raum. Es gibt kein Vektorprodukt in der Ebene.

31} und b = [21} lasst sich kein Vektorprodukt berechnen, von

Von zwei zweidimensionale Vektoren a ={
a

b1
zwei dreidimensionalen Vektoren a = a; undb = b, aber schon. Es sind nicht die gleichen Vektoren, die
0 0

nur um eine Komponente erweitert wurden. Die Vektoren sind aus Raumen mit verschiedener Dimension.

ik a,p; —ab, a
axb=la a, a, | =4 ab -apb,
b1 bz b3 a1b2 - a2b1

Die Berechnung des Vektorprodukts erfolgt tiber die Rechenregeln einer Determinante, insbesondere die
Sarrussche Regel fir dreireihige Determinanten, das Ergebnis ist der oben stehende Vektor.

axb

Das Ergebnis des Vektorproduktes ist ein Vektor, der senkrecht auf der von a und b aufgespannten Ebene
steht. Diese Eigenschaft ist besonders interessant fir die Arbeit mit Ebenen im R3.

Der Betrag dieses Vektors (Betrag des Vektorproduktes) ist gleich dem Flacheninhalt des
Parallelogramms , das von den Vektoren a und b erzeugt wird

5.1. Der Betrag des Vektorprodukts

azba - asbz
Der Vektor des Vektorprodukts aus zwei Vektoren: |@& X b|= a;p, —ab,
a,b,—a,b,

|a X b|=]al|b]sina

5.2. Geometrische Interpretation des Betrages

Zwei Vektoren spannen immer ein Parallelogramm auf. Der Flacheninhalt
eines Parallelogramms berechnet sich aus Grundseite * Héhe.

Die Grundseite dieses Parallelogramms ware etwa der Vektor b und die
Lange der Grundseite |b|. a ist der von den Vektoren a und b eingeschlossene
Winkel. Damit gilt fir a in dem rechtwinkligen Dreieck.

ing =_h
sina “la] oder h=lasina  und fir den Flacheninhalt des Parallelogramms:

A=|b|+h=|b]|a] sina

Der Betrag des Vektorproduktes aus den Vektoren a und b
ist gleich
dem Flacheninhalt des Parallelogramms,

das von den Vektoren a und b aufgespannt wird.

Nebeneffekt : Die Halfte des Betrages ist gleich dem
Flacheninhalt des Dreiecks, das von a und b gebildet
wird.
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6. Das Spatprodukt

b, ¢
@xb)®c= |a, b, c,|= y 4
b

=(a,b,—a,b,) c, + (a,b, —ab,) c, +(a,b,—a,b,) c,

Der Spat ist ein Korper, dessen Seitenflachen aus Parallelogrammen bestehen (Wenn man mit einem Spaten
ein Stlick feste Erde ausgrabt, hat das ausgegrabenen Stilick etwa diese Form). Im letzten Abschnitt Giber das
Vektorprodukt wurden die Flachen eines Parallelogramms berechnet, so dass es mdglich ist, die Oberflache
dieses Korpers mit Hilfe der Vektorrechnung zu bestimmen. Jetzt soll die Frage geklart werden, ob man auch
das Volumen mit Hilfe der Vektorrechnung bestimmen kann.

Damit ware es maglich, Oberflachen und Volumen von Kérpern mit viereckigen Seitenflachen allein auf der
Basis der Vektorrechnung zu bestimmen. Alle Kérper mit runden Seitenflachen (Kegel, Kugel, Zylinder)
entziehen sich ohnehin der Vektorrechnung. Wiurfel, Quader eventuell auch Pyramiden besitzen aber
ebene Seitenflachen.

6.1. Das Volumen eines Spates
4
Nach dem Prinzip des Cavalierie berechnen sich die Volumen aller /
ebenen Koérper nach der Formel Grundflache mal Hohe. Wenn es /
sich nicht um Quader oder Wiirfel handelt, sondern um Pyramiden, 4 A

ist noch ein zusatzlicher konstanter Faktor zu berlicksichtigen, da
Pyramiden Teile eines Quaders sind. Bei Pyramiden (und Kegeln)

a
ist dieser Faktor %5 . c G
Aus dem Vektorprodukt ist klar, dass sich die Grundflache aus
dem Vektorprodukt der beiden Vektoren a und b berechnen
b

lasst. G=axb

Damit ist die Aufgabe, die Hohe des Korpers zu bestimmen. Aus dem Vektorprodukt ist weiter klar, dass
das Ergebnis des Vektorproduktes ein Vektor ist, der senkrecht auf a und b steht und damit die Richtung
der Hohe besitzt, aber nicht die richtige Lange.

A :
Der Vektor des Vektorproduktes schlie3t mit der nach /
oben gerichteten Kante des Spats einen Winkel a ein.
Mit Hilfe des Skalarproduktes kénnte dieser Winkel axb
berechnet werden.

Andererseits ist das Skalarprodukt auch die Projektion des
einen Vektors auf den anderen Vektor. Ist der Vektor, auf den
projiziert wird, ein Einheitsvektor, handelt es sich genau um
den senkrechten Abstand der Spitze des Vektors auf den
projizierten Einheitsvektor.

Deshalb soll der Vektor ¢ auf den Einheitsvektor des Vektorproduktes projiziert werden, da dieser genau
die Richtung der Héhe besitzt. und dir Projektion auf deOssen Einheitsvektor genau die senkrechte Hohe

angibt.
J h=co(axby=co @xDb
|a X bj
Diese Hohe ist mit dem Betrag der Grundflache zu multiplizieren, um das Volumen zu erhalten:

(a x b)
V=G-h=|a><b|-£co |a><b|}= £ o (axDb)

Achtung bei der Multiplikation: < ist das Multiplikationszeichen zwischen zwei reellen Zahlen
o ist das Multiplikationszeichen fiir ein Skalarprodukt
x ist das Multiplikationszeichen fur ein Vektorprodukt.
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Die Reihenfolge dieser Multiplikationen kdnnen nicht beliebig vertauscht werden, deshalb ist es vorteilhaft
Klammern zu setzen.

Das Ergebnis ¢ o (a x b) in der Klammer ist eine reelle Zahl, der Betrag des Vektorproduktes ebenfalls.
Damit dirfen die beiden Faktoren |a x b| gekirzt werden, da es sich dabei um reelle Zahlen handelt. Aber es
darf z.B nicht (¢ @ a) x b gerechnet werden, da ¢ © a kein Vektor ist und somit kein Vektorprodukt mit b
gebildet werden kann.

Mathematisch gesehen ist der Wert ¢ o (@ x b) das Ergebnis einer Determinante, deren Behandlung keinen
Schulstoff darstellt. Trotzdem lasst sich auch dieser Wert Gber den GTR berechnen, indem man die in allen
GTR implementierte Funktion ,Det dazu benutzt. Die drei Vektoren werden spalten oder zeilenweise in eine
3x3 Matrix Ubertragen und von dieser die Determinante berechnet.

Eventuelle negative Vorzeichen sind der Orientierung der drei Vektoren untereinander geschuldet und und
stellen allein keinen Rechenfehler dar.

Das Volumen eines Spates aus drei Vektoren a, b, c ist gleich
dem Skalarprodukt des einen Vektors
mit dem

Vektorprodukt der beiden anderen Vektoren

Das Ergebnis des Spatproduktes ist eine reelle Zahl.

6.2. Das Volumen einer vierseitigen Pyramide

V=%(a><b) Oc

6.3. Das Volumen einer dreiseitigen Pyramide

V=2(aXb) O¢

o =
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/. Abstandsberechnung bei Ebenen
7.1. Projektion auf den Normaleneinheitsvektor

Wir projizieren den Verbindungsvektor zwischen Aufpunkt und
Punkt auf den senkrechten Unterraum einer Ebene. Wegen

der Orthogonalitat, die an einen Abstand zu richten ist, erflllt
dieser Raum die Bedingungen des Abstandes.

Betrachten wir die Ebene und wollen den Abstand
eines Punktes Q zu dieser Ebene bestimmen.

- — — —
E: x=A+ua+vb

- — — —
Xx—A=ua+vb

Man kann die zweite Gleichung interpretieren: Fir alle Vektoren x,
die in der Ebene liegen, lasst sich der Verbindungsvektor x — A als
Linearkombination der beiden Richtungsvektoren darstellen.

Fur die Punkte, fir die man den Abstand berechnen soll, wird das nicht mdglich sein. Um den
Verbindungsvektor von A mit einem beliebigen Punkt Q als Linearkombination von A und b darzustellen
bendtigt man zuséatzlich einen Vektor, der nicht in der Ebene liegt, der "die dritte Richtung" mit abdeckt.
Man nimmt fir diesen Fall den Normalenvektor, der senkrecht auf a und b ist.

Mit n = a x b enthalt man eine vollstandige Basis fur den gesamten dreidimensionalen Vektorraum.
Damit ist

n Klammer mit dem zweiten Normalenvektor (2) ein Produkt einer reellen Zahl mit

~— einem Vektor.

(1) (1) Setzt man fur x gleich Q ein, erhalt man die Projektion auf den Normalenvektor
N der Ebene. Nach der Erklarung des Skalarproduktes muss auf den Einheitsvektor
) projiziert werden, damit sich der Abstand ergibt.

E(;’_TA\’) . H:,} I Das erste Produkt (1) in der Klammer ist ein Skalarprodukt, das Produkt der

Das Produkt innerhalb der au3eren runden Klammer entspricht genau dem Wert,
den man bei Benutzung der Koordinatenform erhalt und stellt die Lange des
Abstandes dar.

(2) Multipliziert mit dem Normaleneinheitsvektor ist es der Abstandsvektor des
Punktes Q zur Ebene.

Berechnet den Abstand eines Punktes Q von einer Ebene,

da es direkt die Projektion auf den senkrechten Raum
berechnet
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Musterbeispiel
Projektion des Verbindungsvektors auf den Normaleneinheitsvektor der Ebene
— |4 3 1
Eix=lg|*s 2 *r |4 Q(1]-1]2)
4 -2 1
2 411 2] _
n=|.1 Normalform der Ebene: X= 10 |°|-1] =0
5 | 4 2
[ 4] 2
Zur Abstandsberechnung muss der Normalenvektor, x=|oll° 1 _1, =0
auf den projiziert wird, ein Einheitsvektor sein. 4 3 2
Zur Berechnung des Abstandes von Q zur Ebene 4
muss der Verbindungsvektor vom Stiitzvektor der 1 _ o 1 2 = A
Ebene zum Punkt Q auf den Normaleneinheitsvektor 1 0 — 1
projiziert werden. 2) 14)] 6 l2
- 2
Q(1|—1|2) 1_ -1 o_1=A
3 1. 2

1 (-6+1-4)=-3
3

7.2. Die Berechnung uber die Koordinatengleichung ist der gleiche Rechenweg

(Glinstigster Rechenweg, auch in der Schule am héufigsten praktiziert)

links steht das Skalarprodukt x on; 2

X 2
Koordinatengleichung: X -1
2x, — X, +2x, =16 X

xon=Pon 4 5
rechts steht das Skalarprodukt P o n: [ 0} [_1 } =16
4

2
(x=P)on _ 0 dividiert durch den Betrag des Normalenvektors
[n| und bringt damit den Normalenvektor auf den
2x, - x, + 2x, — 16 Einheitsvektor. )
3 =0 AnschlieRend wird der Punkt Q fir den Punkt x eingesetzt.

201-1+(-1)+2+2 -16 _ 24+1+4-16 _
3 B 3 B

9 -
33

7.3. Die Berechnung uber die Lotgerade durch den Punkt Q

— [ 4 3 1
E:x=|g|+s|o*r |4 Q(1]-1]2)
4 -2 1

Fur die Lotgerade wird der Normalenvektor sowieso gebraucht, deshalb ist es sinnvoll, die
Ebenengleichung in die Koordinatenform zu tberfiihren.

_ 2 Koordinatengleichung:
n=i-1 2X, — X, + 2x, = 16
2
= [ 1 . 2
Lotgerade durch Q: 9% | -1/ 7S |1
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Schnittpunkt der Lotgeraden mit der Ebene:

2(1+2s) - (-1-s) +2 (2+ 2s) = 16
2+4s+1+s+4+4s=16

9s +7 =16

9s=9

s=1
T41]2] = 3
LotfuBpunkt von Q : | -1 —1 -2
2 2 4

Q - X ergibt den Abstandsvektor und der Betrag davon den Abstand.

1 3 -2
Q-X.=| 1| -| =2|=|1 Abstand: V4+1+4=19=3
2 4 2

7.4. Zerlegen des Verbindungsvektors Q —A in die Basisa, b und n

al2|,b| 4|und n|-1 |sind linear unabhangige Vektoren und bilden damit eine Basis des 3dim Raumes.
-2 1 2

Damit lasst sich jeder Vektor in diese Basis zerlegen. Hier wird es gebraucht fiir den Abstandsvektor

3HiMG s

3 1 2 -3
ri2|+s/ 4| +t-1)=-1

-2 1 2

LotfuBpunkt

Lésung des Gleichungssystems:
r=-02;s=-04;t=-1

Man bendtigt fir die Zerlegung also
1 Einheit des Normalenvektors n um
den Verbindungsvektor darzustellen.

Eine Einheit des Normalenvektors n hat aber die Lange | n| = 3. Der Abstand des Punktes ist 3.

4 3 1 3
So ganz nebenbei erhalt man tberA+ra+sb=|0|-0,2/2|-04 | 4 = .2| denLlotfulpunkt.
4 -2 1 4

Unterschied bei der Berechnung des Abstandes vom LotfuBpunkt nach Q und der Berechnung der
Koordinaten des Lotfullpunktes.

Berechnung des Abstandes von Q zum LotfuRpunkt (zur Ebene

Betrachtet man das gesamte Gebilde Ebene , Richtungsvektoren und Q, so kann man das gesamte
Gebilde verschieden, ohne, dass sich an den Werten etwas andert. Diese Werte bestimmt man
srelativ’ zur Ebene. Man arbeitet in einem neuen Koordinatensystem, bei dem der Punkt A der
Nullpunkt ist und a, b und n die Koordinatenachsen. In diesem Koordinatensystem ist der Abstand
von Q zur Ebene immer konstant.

Berechnung des LotfuBpunktes
Die Koordinaten des Lotfulpunktes liegen im auleren Koordinatensystem, das von den Achsen x, ,
X, und x, bestimmt wird. Diese Koordinaten &ndern sich, wenn man das ganze Gebilde verschiebt.

Deshalb bendtigt man einen festen Punkt in dem Gebilde, hier A, von dem aus man den anderen
Punkt berechnen kann.
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8. Abstandsberechnung bei Geraden

8.1. Projektion auf den Einheitsvektor des Richtungsvektors

Bei dieser Berechnung wird eine andere Eigenschaft der Projektion benutzt. Wir projizieren den
Verbindungsvektor zwischen Aufpunkt und Punkt auf den Unterraum der Geraden selbst.

Fur die Abstandsberechnung eines Punktes von einer Geraden muss man unbedingt den FuRpunkt berechnen,
da man nicht die senkrechte Richtung von der Geraden zu Punkt Q kennt.
Gesucht ist also der t Wert, der vom Stutzvektor zum FuBpunkt des Lotes X_ flhrt.

Auler dem Ublichen Rechenweg Uber die Hilfsebene und dem DurchstoRpunkt der Geraden mit dieser Ebene
kann man auch die Projektion von Q — A auf den Einheitsvektor der Geraden durchfiihren.

g x=A+tr Q 5
- — — n O
x—-A=tr ~

1<
I
To

Projektion des Differenzvektors Q - A auf den Vektorraum
des Richtungsvektors.
Die Formel ist die gleiche, wie die bei der Ebene, nur ist
jetzt die Projektion nicht auf den Normalenvektor, sondern
auf die Gerade selbst. Man erhalt aber damit nicht den
Abstand, sondern den FuR3punkt, Gber den man den
Abstand berechnen kann, wie bei der Hilfsebene

[( xX- A) °_|')°] *r* Berechnet die Projektion eines Punktes Q auf die Gerade.

Musterbeispiel
Projektion des Verbindungsvektors auf den Einheitsvektor des Richtungsvektors

— [ 1 2
95X2[3}+3 -1 Q(B/-1/2)
1

0
1 4
—_ 3 = _4
0 2
— —>} —

.
P.=(Q-A) «
4 2 2 2 2 2) (14/3
Po=| |4 1| L =14.1 4 ¥4 =L.49- 73
2 w1 e 1 & 8|1 1 1] | 73

Projektion des Vektors Q — A auf die Gerade und damit der Vektor vom Stltzvektor A zum LotfuBpunkt X_.

Die Projektion auf die Gerade ist der Abstand des LotfuRpunktes vom Aufpunkt der Geraden.
Addiert man diesen Vektor zum Aufpunkt, erhalt man den Lotfupunkt.

5
1
2

—
— A=

Q]

1 14/3 17/3
g + 77//:;3 = gg Q - X_ ergibt den Abstandsvektor und der Betrag davon den Abstand.

X. =

3
Q-X, = [ 5/3} Abstand : %430
113
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8.2. Schnittpunkt der Geraden mit einer senkrechten Hilfsebene

(in der Schule angegebener Rechenweg)

— [ 1 2
g:ixX=|g|+s|_4 QB/-1/2)
0 1
5 2
Ebene durch den gegebenen Punkt Q und senkrecht zur Geraden g E:| x-|-1||o|-1=0
in Normalform mit dem Richtungsvektor der Geraden als Normalenvektor 2 1
der Ebene:

Koordinatenform: 2%, =X, +%,—13=0

Schnittpunkt der Geraden mit der Hilfsebene liefert den Lotfupunkt zur Berechnung des Abstandes:

2(1+2s)— (3—-s)+(0+s)—13=0
2+4s-3+s+s-13=0

6s = 14
s=7/3
T1e7312] = 1713
LotfuBpunkt X_: 3 -1 2/3 (gleicher LotfulBpunkt, wie im Abschnitt 8.1.)
0 1 713

Q - X ergibt den Abstandsvektor und der Betrag davon den Abstand.
2/3

Q-X_= | 5/3 Abstand : 430
1/3

8.3. Projektion des Verbindungsvektors auf den Abstandvektor zur Geraden

Der Vektor d ist der tatséchliche Abstandsvektor von Q
Q zur Geraden g. Bei einer Geraden ist dieser nur
nicht so einfach zu berechnen.

1. Eine Gerade und ein Punkt liegen immer in einer Ebene,
so lange der Punkt nicht auf der Geraden liegt. Das ist die
hier dargestellte Ebene, in der die beiden Objekte liegen.

Gerade

2. Aus dem Vektor r und dem Vektor Q — A Iasst sich
der Normalenvektor der Ebene berechnen. (Der
Normalenvektor wiirde senkrecht aus dem Zeichenblatt
herausragen)

A

3. Das Vektorprodukt von diesem n und dem r ist genau der
Abstandsvektor. Er ist senkrecht zu n, deshalb liegt er in
der Ebene und er ist senkrecht zu r damit ist er ein

Abstandsvektor. - - -
d=n xr
— (1 2 — — 5 1 4
g:X=|3|*s|_1 Q(5/-1/2) Q-A= 4 -|3|=| 4
0 1 2 0 2

1 2
n=rx (Q-A)=|o nxr=|s5

Der Abstand ist die Projektion von Q — A auf den Einheitsvektor von n x r .

4 2 1
1 . = —= (8-20+2)= 10 =1430
dso{‘g} 5= A V30 ! = 30 "
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8.4. Zerlegen des Verbindungsvektors Q —A indie Basisr.n und nxr

Diese drei Vektoren sind linear unabhangig und sogar noch paarweise senkrecht.

- — 5 1 4 2 1 2
Q-A= 4|-3|=| 4 r= -1 n= |0 nxr=|5
2 0 2 1 -2 1

Der Verbindungsvektor Q — A liegt in der Ebene, die von Q und der Geraden g aufgespannt wird.
Zerlegen des Verbindungsvektors Q —A in die Basisr,n und nxr

r n nxr Q-A
2 1 2 4
t-1|+r|0|+s| 5| =
1 -2 1

Lésung des Gleichungssystems:
t=2% ;r=0 ;s=-%

2

LotfuBpunkt

Von dem Vektor n x r wird die Lange von % gebraucht
um in dieser Basis den Vektor Q — A darzustellen.

Der Betrag des Vektors nxr betragt V30. Damit
betragt der Abstand zur Geraden % V30 .

www.treff-lernen.de
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8.4. Abstand windschiefer Geraden

Da diese Geraden nicht parallel sind und sich auch
nicht schneiden, sind die Richtungsvektoren nicht
linear abhangig und die Aufpunkte liegen nur auf
einer Geraden.

Hier liegt die Schwierigkeit darin dass man zwei
senkrechte Richtungen bestimmen muss,
namlich zu jeder Geraden und es ist auch nicht
der FuBpunkt der Geraden bekannt, zwischen
denen der klrzeste Abstand erreicht wird. Damit
kann man nicht auf die Abstandsberechnung
eines Punktes von einer Geraden zuruckgreifen.

Hier wendet man ebenfalls einen Trick an:

Zwei windschiefen Geraden kann man jeweils eine Ebenen zuweisen mit der Eigenschaft, dass die beiden
Ebenen parallel sind. Das erreicht man dadurch, dass man fiir beide Ebenen beide Richtungsvektoren der
Geraden benutzt und fir die eine Ebene den einen Aufpunkt und fir die andere Ebene den anderen

Aufpunkt.

Teil 1: Bestimme die Ebenengleichungen
Bestimme die Ebenengleichungen nach dem angegebenen Prinzip.

- — — — - — — —
E,:x= P, +ta, +sa, E,:x=P, +ka, +la,
parallele Ebenen haben den gleichen Normalenvektor, der damit auch Richtung des senkrechten
Abstandes beider Ebenen ist.

Teil 2: Bestimme den Abstand liber Projektion

Der Abstandvektor d ist an allen Stellen zwischen den
beiden Ebenen gleich und verlauft in Richtung des
Normalenvektors der beiden Ebenen. Diesen Vektor
kann man sich den Aufpunkt einer der beiden
Geraden verschoben denken. (Im Bild in den Aufpunkt
von g,.)

Da jetzt die senkrechte Richtung bekannt ist, kann man
den Verbindungsvektor von P, und P, auf den
Abstandsvektor = Normalenvektor, als Einheitsvektor,
projizieren:

Teil 3: Bestimme den Abstandsvektor

Der Abstandsvektor ist die Lange des Abstandes multipliziert mit dem Einheitsvektor in
Normalenrichtung

—

d=den
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Musterbeispiel

— 1 -1 — (1
g: x=| 2|+t | 3| ,undh: x=|5]|+r
-4 7 0

8.4.1. Projektion des Verbindungsvektors der Stutzvektoren auf den Normalenvektor
der Ebene

2
0
1

(in der Schule nicht praktiziert, aber der einfachste Rechenweg. Der in der Schule angegebene Rechenweg
Uber die beiden LotfuBpunkte sollte nicht beschritten werden, weil er zu aufwendig und zu fehleranféllig ist)

1
Normalenvektor aus den beiden Richtungsvektoren der Geraden n= [ 5} In|=+30
-2
— — 1 1 0
Verbindungsvektor der beiden Stltzvektoren der Geraden: P_p =/5_12/=3
2 1
0 -4 4

Projektion des Verbindungsvektors auf den Normaleneinheitsvektor:  (P,-P,)on®=d

0 1
3ol |5/ = -1 (15-8)=—7_=1278  Abstand der windschiefen Geraden.
4| V30 {_2 V30 V30

Die Berechnung liefert nur den kiirzesten Abstand der beiden Geraden, aber nicht, an welchen Punkten
der Geraden dieser Abstand erreicht wurde. Diese Ful3punkte des Abstandes waren bisher noch nie
gefragt, da sie eben aufwendig zu berechnen sind.

8.4.2. Zerlegen des Verbindungsvektors P; — P1 in die Basis r.r, und n

-1 2 1
r,13|.,r,ojund n 5}sind linear unabhangige Vektoren und bilden damit eine Basis
7 1 -2

des 3dim Raumes.

Zerlegen des Verbindungsvektors P, — P, in die Basisr, ,r, und n

r1 r2 n P2-P1
-1 2 1 0 Lésung des Gleichungssystems:
t 3 +r <13 +s 2 = 2 t=11/18 ;r=17/90 ;s =7/30

Man bendtigt fir die Zerlegung 7/30 Einheiten des Normalenvektors n um den Verbindungsvektor
darzustellen. Eine Einheit des Normalenvektors n hat aber die Lénge | n| = V30. Der Abstand des
Punktes ist 7/30 * 30 =7 /430 .
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8.5. Abstand paralleler Geraden

Parallele Geraden liegen immer in einer Ebene, flr parallele Geraden gibt es Ebenen, die beide Geraden

senkrecht schneiden. Beide Eigenschaften kdnnen ausgenutzt werden, um den Abstand paralleler
Geraden zu bestimmen.

- [-2 3 — |4 3
g,:x= |-3/*+s2 9 X= |2/ +t]2
2 5 2

8.5.1. Schnittpunkt zwischen Gerade und senkrechter Ebene

(praktizierter Rechenweg in der Schule)

Ebenengleichung der Ebene,
die senkrecht zu den Geraden ist:

(entspricht nicht der obigen Zeichnung)

- |4 3
x =2 |lo/2] =0 3X, +2x,+2x,=18
5 2

DurchstoRpunkt fur g, , da die Ebenengleichung mit dem Stitzvektor
von g, gebildet wurde, ist der Stitzvektor von g, automatisch 92
DurchstoRpunkt von g, und der Ebene.:

4
—2+35-4)3 +(—3+2s+2)2+(-2+2s-5)2=0
( )3 +( )2+ (2425 52 Durchstopunk : 1
s=2
Der Differenzvektor des DurchstoRpunktes mit dem Stiitzvektor 4 4 0
von g, gibt den Abstandsvektor. ; - -52 = %

Der Differenzvektor entspricht dem obigen Abstandsvektor verlangert um den Faktor 3.
Die Lange des Abstandsvektors ist V18 = 312

8.5.2. Zerlegen des Verbindungsvektors P, — P, _in die Basisr,.n und d
Zwei parallele Geraden liegen in einer Ebene.

Der zweite Richtungsvektor ist der Verbindungsvektor
zwischen den beiden Stutzvektoren.

— (2 3 6
E:x=|_3|+s|2|+r|1
-2 2 7
Normalenvektor dieser Ebene tber das Vektorprodukt:
0
} >
1

Es muss das Vektorprodukt mit dem Richtungsvektor der Geraden sein, 9,
denn man braucht einen senkrechten Vektor zur Geraden.

Vektorprodukt des Normalenvektors mit dem
Richtungsvektor der Geraden:

Gleichungssystem: a, n a, xn X, —Xq,

3 4 0 6
q[2}+r[_3}+s _1} = |1 q=2;r=0;s=3
2 -3 1 7

Von dem senkrechten Abstandsvektor werden 3 Einheiten gebraucht, um den Verbindungsvektor der

beiden Stiitzvektoren darzustellen. Dieser Verbindungsvektor hat selbst die Lange V2, damit ist der Abstand
der beiden Geraden 3 2.

© Dipl.-Math. Armin Richter www.treff-lernen.de



http://www.treff-lernen.de/

Seite 20 Abstande

8.5.3. Projektion des Verbindungsvektors der Stutzvektoren auf den Abstandsvektor

Abstandsvektor d : [_ﬂ
1

N 41 -2 6

Verbindungsvektor der beiden Stitzvektoren der Geraden: p _ ; =-2|_|-3|=|1
2 1

5) -2 7

Das Skalarprodukt des Verbindungsvektors auf den Einheitsvektor der

0 6
Abstandsrichtung d ist 4 -1 1] =86 - 342
\/2 [ 1} 7 \/2

8.5.4. Abstand Punkt - Gerade

Da alle Punkte der Geraden g, von der Geraden g, den gleichen Abstand haben, kann man auch den
Abstand eines Punktes von einer Geraden benutzen. Man verwendet z.B die Gerade g, und einen Punkt
von der Geraden g, und berechnet den Abstand nach den Formeln fir Abstand Punkt — Gerade.

Der Losungsweg in 8.5.1 mit der senkrechten Ebene entspricht inhaltlich der senkrechten Ebene, die bei
der Berechnung des Abstandes eines Punktes von einer Geraden benutzt werden kann.
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9. Zusammenfassung
r Richtungsvektor ;

n Normalenvektor

, d Abstand

svektor

P Stitzvektor der Geraden ; Q Punkt, von dem der Abstand bestimmt werden soll.

r°,d°, n° sind die jeweiligen Einheitsvektoren, die entstehen, wenn man die Gleichung durch den
Betrag des Vektors dividiert.

Berechnung Uber den
FuBpunkt des Lotes vom

Senkrechte Hilfsebene /

Berechnung des
Abstandes mittels

Zerlegung des
Verbindungsvektors

Diese Berechnungen finden in

einer Ebene. Damit wird fiir dig
Skalarprodukt oder als Verlédng

Schnittpunkt von g, mit Ebene:
(P,+tr,-P)or,=0
(P,-P,) or,
| r,o r1|

F2

Abstandsvektor: d =P, —F,
Abstand : | d |

leiner Ebene statt. Ein Punkt un

Abstandsbestimmung die L&ng
lerungsfaktor fiir den Abstandsvi
HilfsgréBe, um einen Vektor zy erhalten, der senkrecht zum Rij

n=r, x(P,-P,)
d=nxr,

d Abstandsrichtung, aber
nicht die richtige Lange

Skalarprodukt mit d° :

Abstand = (P,-P,) d°

pktor d. Die Berechnung des

 eine Gerade und zwei para
e der Abstandsvektors d ben

chtungsvektor der Geraden i

gegebenen Punkt auf das | - gerade zur Bestimmung | Skalarprodukt auf den in lokales
Objekt Uber Skalarprodukt | des Lotfulpunktes Abstandsvektor Koordinatensystem
Abstand Punkt - Gerade
8.1. Abstand des FuBpunktes : 8.2. Hilfsebene senkrecht 8.3.  Skalarprodukt: 8.4. Gleichungssystem:
zur Geraden
- - - - Q)er = n=(Q-P)xr n=(Q-P)xr
te = [(Q—P)"roj (x—=Qer =0 d=nxr d=nxr
) 7: F+ t ? d Abstandsrichtung, aber [rnd]=(Q-P)
FuBpunkt: ] ) nicht die richtige Lange
I G Schnittpunkt mit der Geraden
F=A ’{( Q- P)- "ﬂ or liefert den FuRpunkt F. Skalarprodukt mit d° : ) ) i
Losung fur d mal Lange
Abstandsvektor : d=Q-F Abstandsvektor: d=Q-F Abstand = (Q - P) d° von d ist der Abstand.
Abstand : |d | Abstand : |d |
Abstand paralleler Geraden 8.5.3. Hilfsebene senkrecht 8.5.2.  Skalarprodukt: 8.5.1. Gleichungssystem:
Berechnung des FuRpunktes zu den Geraden Hilf ) )
von g, Uber Hilfsebene n=r ! sebeng, in der die
1 Geraden liegen n=r, x(P,-P,)
(x=P,) or,=0

d=nxr,

[rndl=(P,-P,)

Lésung fir d mal Lange
von d ist der Abstand.

lele Geraden liegen in
ptigt. Entweder lber das
Vektors n ist nur eine

t

Abstand windschiefer Gerad

Berechnung Uiber FuRpunkte

(P,+tr,—P,—sr,)or =0
(P,+tr,—P,—sr )or,=0

Hier findet die Berechnung nic

Geraden entsteht. Deshalb enf
parallelen Ebenen. Der gesucH

len

n=r, xr,

ht in einer Ebene statt, da bei w
spricht hier der senkrechte Abst
te Verldngerungsfaktor ist der fi

(Richtun]

8.4.1. Skalarprodukt:

n Abstandsrichtung, aber
nicht die richtige Lange

Abstand = (P,—P,) o n°

ir den Vektor n.

gsvektoren der beiden Ge

ndschiefen Geraden der Abs
andsvektor dem Normalenve

raden)
8.4.2. Gleichungssystem:
[r,r,n] =(P,-P,)

Losung fur n mal Lange
von n ist der Abstand.

fand ,zwischen” den
ktor n der beiden

Abstand Punkt Ebene

FuRpunkt nur
Uber Lotgerade

n=r, xr,

7.3. Hilfsgerade senkrecht
zur Ebene

- o

(x=P)en

0

Lotgerade :

- — —
x=Q+tn

(Richtungsveh

toren der Ebene)
7.1.und 7.2.

n Abstandsrichtung, aber
nicht die richtige Lange

Skalarprodukt mit n? :

Abstand = (Q—-P) on°

7.4. Gleichungssystem:
0] =(P,=P)

Lésung fur n mal Lange
von n ist der Abstand.

Auch hier befindet sich der Abstand ,,zwischen” dem Punkt und der Ebene. Damit ist die Richtung des
Abstandsvektors die Richtung des Normalenvektors n. Der gesuchte Verldangerungsfaktor ist der fiir den Vektor n.

Die Berechnung Uber das Skalarprodukt hat immer den gleichen Hintergrund:
Den Differenzvektor des gegebenen Punktes und des Stitzvektor des Objektes (Gerade oder Ebene) auf den
Einheitsvektor des Abstandsvektors projizieren. Bei Ebenen und windschiefen Geraden ist das n, bei

normalen Geraden istdas n xr.

© Dipl.-Math. Armin Richter
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