Tangente und Normale Seite 1

Losungsschritte

Beispiel Darstellung

1. Steigung des Graphen einer Funktion f(x)

an der Stelle x,

Gemeint ist die Steigung m der Tangente:
m = f'(x,)

1.Schritt: f'(x) ermitteln

2. Schritt: x, einsetzen, also m = f'(x,)
berechnen

Beispiel: f(x) = x% x, =3
f'(x) = 2x
m=f(3)=2-3=6

2. Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt P(x |y,)

1. Bestimmung des Punktes

Die Stelle x, wird in die Funktionsgleichung

f(x) eingesetzt und damit der zugehdrige
Funktionswert y, bestimmt.

2. Bestimmung des Anstiegs

Bestimme den Term der 1. Ableitung von f.
Setze die Stelle x, in den Term der

1. Ableitung ein.
Das Ergebnis ist der Tangentenanstieg

3. Bestimmung der Geradengleichung

Gesucht:

der Funktionsterm y(x) =mx + b
der Tangente t an den Graphen
von f, die diesen im Punkt P(x |y,)
bertihrt, d.h. genauer die beiden
fehlenden Parameter m und b
dieses Funktionsterms

Gegeben:

* eine Funktion f durch den
Funktionsterm y(x)

* eine Stelle aus dem
Definitionsbereich

Beispiel: f(x) = x* x,=2

y =f(x) =x2 fur x, =2 liefert
f(2) =22=4
alsoy,=4und=>P_ (2]4)

f'(x) =2 x an der Stelle x, = 2:
f2)=2-2=4
Tangentenanstieg m = 4

Moglichkeit1 || Moglichkeit2 | | Moglichkeit1 | | Moglichkeit2 |
Setze die Steigung m Setze die Koordinaten ¥ =mx +b,- y-y,=m(x-x,)
und die Koordinaten_ des Punktes P, (x,ly,) m=4 y—4=4(x-2)
des Punktes P (xly,) in und die berechnete P,(214) y =4x—-8+4
die Gleichung Steigung in die Punkt-  fuhrt zur
y =mx + b der Richtungsgleichung Bestimmungs
Tangente t ein und einer Geraden ein gleichung fir b:
bestimme die LéSUng und fasse zusammen. 4=4-2+D
dieser Gleichung. b= -4

T: y=4x-4 T:y=4x-4

3. An welchen Stellen hat der Graph von f di

e Steigung m

Gegeben: m =f(x,)

1. Schritt: f'(x) ermitteln

2. Schritt: m = f'(x,) ansetzen und nach x,
auflésen

Beispiel: f(x) = —x? + 3x; m = —1
fix)=-2x+3
fi(x,)) ==1==2x,+3=> x,=2

4. Gleichung der Tangente an den Graphen mit vorgegebener Steigung

1. Bestimmung des x — Wertes des Punktes

* Bestimme den Term der 1. Ableitung
von f.

* Setze in den Term der 1. Ableitung den Wert

von m flr die 1. Ableitung ein und
I6se nach x auf. (s. 3.3.)
Das Ergebnis ist der x-Wert an dem der
Tangentenanstieg gleich m ist. Gibt es
mehrere x-Werte, missen die folgenden
Schritte fiir jeden einzelnen x-Wert
durchgefiihrt werden.

2. Bestimmung des y — Wertes des Punktes

Die Stelle x, wird in die Funktionsgleichung

f(x) eingesetzt und damit der zugehdrige
Funktionswert y, bestimmt.

3. Bestimmung der Geradengleichung

in gleicher Weise, wie unter 2.1

Gesucht:

» der Funktionsterm y(x) =mx+b
der Tangente t an den Graphen
von f, die die Steigung m hat,

* genauer: gesucht ist ein Punkt

PoXol¥o)

Gegeben:

* eine Funktion f durch den
Funktionsterm y(x)

* die Steigung m der Tangente
an den Graphen von f
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5.

Gleichung der Tangente an eine Kurve von einem Punkt auBerhalb der Kurve

5.1. Gleichung einer Geraden durch zwei Punkte, deren Anstieg eine 1. Ableitung sein muss.

Ausgangspunkt ist die Zwei-Punkte-Gleichung einer Geraden. Dabei ist der eine Punkt der vorgegebene Punkt Q und der
zweite Punkt ein beliebiger Punkt, der auf der Funktion liegt.Fir diesen Funktionspunkt gibt es eine Bedingung: Der
Anstieg der Geraden muss gleich der 1. Ableitung in diesem Punkt sein.

Y=Ye_ YooY
X=X X, —X
q P q

Die Gleichung stellt
Sekantengleichung
durch Q und einen

Funktionspunkt P dar.

yp_y ,
7xp—x: =m =f'(x,)

Gesucht ist aus den
unendliche vielen
Sekanten diejenige,
die eine Tangente ist.

1. Bestimmung des x — Wertes des Punktes

* Bestimme den Term der 1. Ableitung

von f.

» Setze in den Term der 1. Ableitung dem
Steigungsfaktor der Zwei-Punkte-Gleichung
durch Q und dem unbekannten Punkt P

gleich

* der y- Wert von P ist die Funktions-

gleichung

2. Bestimmung des y — Wertes des Punktes

Die Stelle u wird in die Funktionsgleichung
f(x) eingesetzt und damit der zugehdrige
Funktionswert f(u) bestimmt.

Die weitere Rechnung ist fiir jeden
ermittelten x — Wert durchzufiihren.

3. Bestimmung des Anstiegs

Bestimme den Term der 1. Ableitung von f.
Setze die Stelle u in den Term der

1. Ableitung ein.

Das Ergebnis ist der Tangentenanstieg

4. Bestimmung der Geradengleichung

Beispiel: f(x) = x2
f'(x) = 2x

Anstieg aus der 1. Ableitung

f'(x)=2x => m=2x

Q(0,5-2); P(u|f(u))
w=(=2) _,y,
u-0,5

u?+2=2u(u-0,5)
0=u?-u-2

u=-1,u,=2

y = f(x) = x2

e fiiru=—1=>f(-1)= (=132 =1
flu)=1 =>P, (-1|1)
. fiiru,=2=> f(2) =22= 4
fu) =4 =>P,(2|4)

f'(x) =2x

e U, =-1=>f'(-1)=2-(-1)=-2
Tangentenanstieg m = — 2

e u,=2 =>f'(2)=2-2=4
Tangentenanstieg m = 4

Gegeben:

* eine Funktion f durch den
Funktionsterm y(x)

« ein Punkt Q(xly,), der nicht
auf dem Graphen von f liegt

Gesucht:

 der Funktionsterm y(x) = mx + b
der Tangente t an den Graphen
von f, die durch den Punkt Q
geht.

* genauer: gesucht ist ein Punkt
P,(x,ly,) auf dem Graphen von f,

so dass dessen Tangente auch
durch den Punkt Q verlauft.

Méglichkeit 1

| | moglichkeit 2

| | Moglichkeit1 | | Moglichkeit 2

Setze die Steigung m
und die Koordinaten
des Punktes P (x,ly,)

in die Gleichung
y =mx + b der

Tangente t ein und
bestimme die Lésung

dieser Gleichung.

einer Geraden ein

und fasse zusammen.

Setze die Koordinaten
des Punktes P (x,ly,)
und die berechnete
Steigung in die Punkt-
Richtungsgleichung

y=mx+b

Po(_1| 1)

m=-2

1=(=2) - (-1)+b
= -1

T: y=-2x-1
Py(214)

m=4
4=4-2+b
b= -4

T: y=4x-4

Y=Y, =m (X -X)

y-1=(=2)(x+1)

y =2x-2+1
T y=-2x-1
y—-4=4(x-2)

y =4x-8+4

T:y=4x—-4
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5.2. Gleichung der Tangente, die durch einen vorgegebenen Punkt laufen muss

Ausgangspunkt ist die Tangentengleichung an einen beliebigen Punkt der Funktion. An diese Tangentengleichung ist
die zusatzliche Forderung zu stellen, dass sie durch den Punkt Q geht. Gesucht ist eine Tangente, auf der auch der

Punkt Q liegt.

y_yp=f'(xp)(x_
Xp)

-\;U Gicibhung btl‘;“t
die Tangentengleichung
fur jeden Punkt auf der

yQ = f'(xp) ( XQ - Xp) + f(xp)

Gesucht ist aus den
unendlich vielen Tangenten
diejenige, die durch Q geht.

Kurve dar.
1. Allgemeine Tangentengleichung

* Bestimme den Term der 1. Ableitung
von f.

» Setze in den Term der 1. Ableitung den
Steigungsfaktor der Geraden in einem
beliebigen Funktionspunkt P ein

* der y- Wert von P ist die Funktions-
gleichung

y —f(u) = f'(u) (x—u)

2. Der Punkt Q muss die Tangenten-
gleichung erfiillen

Die x- und die y - Koordinate des
Punktes Q missen die Tangenten-
gleichung erfillen

Yo = Fi(U) (xq —u) + f(u)

3. Bestimmung der Geradengleichung

analog zu 3.5.1.

6. Gleichung der Normalen an eine Kurve

Anstieg aus der 1. Ableitung
f'(x)=2x=> m=2x
P(u|f(u))

y—u?2=2u(x-u)

—2-u?2=2u(0,5-u)
—u+2u?+u+2=0

uZ —u-2=0
u=-1;u,=2
e U, ==1=> f(-1) =(=-1)2=1
y1=1=> P1(_1|1)
e U, =2 =>f(2) =22 =4
y, =4 => P,(2]4)

Gegeben:

* eine Funktion f durch den
Funktionsterm y(x)

« ein Punkt Q(xly,), der nicht
auf dem Graphen von f liegt

Gesucht:

 der Funktionsterm y(x) = mx + b
der Tangente t an den Graphen
von f, die durch den Punkt Q
geht.

* genauer: gesucht ist ein Punkt
P,(%,ly,) auf dem Graphen von f,

so dass dessen Tangente auch
durch den Punkt Q verlauft.

Fir die Gleichung einer Normalen sind
die gleichen Rechenschritte wie bei einer
Tangente auszufiihren. Der einzige
Unterschied besteht im Anstieg der
Geraden.

Der Anstieg einer Tangente ist der Wert
der 1. Ableitung: m =f'(x,)

Der Anstieg der Normalen ist der negative

1
Kehrwert der 1. Ableitung: m = —¢
(%)

Tangentengleichung:
y-4=4(x-2)

Normalengleichung:

A

y-4= (x=-2)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

- - R ]
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7. Verhalten von zwei Funktionen und ihrer Tangenten und Normalen

7.1. Stelle x, mit gleicher Steigung der Graphen von fund g

Es muss fir diesen Wert X, gelten, dass

die Steigung der beiden Graphen an
dieser Stelle gleich groR ist.

1. Schritt: f'(x,) = g'(x,) ansetzen

2. Schritt: Gleichung nach x, auflésen

7.2. Stelle x, mit zueinander senkrechter Tangenten

Beispiel: f(x) = 4x2 ; g(x) =i

gy = _
Ansatz: 8x, = — X2

mit der Lésung x, = —%

1. Schritt: f'(x,) = - 94 ansetzen

'(x
2. Schritt: Gleichungﬂwgch X,
auflésen

7.3. Die Graphen von fund g berihren sich

Beispiel: f(x) = 2x2 — x + 3; g(x) = —x?

Ansatz: 4x,—1 = 1 mit den
Lésu1ngen

-2 -
X, =< und x, =

2X

0

1
_4

(Es muss f'(x,) = g'(x,) und f(x,)= g(x,)

gelten)

1. Schritt: aus f(x,) = g(x,) Stellen x,
der Schnittpunkte der beiden
Funktionen bestimmen

2. Schritt: priifen, ob an den Stellen
auch die Werte der
1. Ableitung Ubereinstimmen

f'(%0) = 9'(%,)

7.4. Schnittpunkt und Winkel der Graphen zweier Funktionen

Beispiel: f(x) =%; g(x)=3- % X2

' L} 8
P =g0) s ~ 35 =g %
0

[8 ., 9 8_3
QEJS}_:)’_% 372

[8
fund g berihren sich in * J 3

1. Schritt: Schnittstelle x, mit f(x,) = g(x,)

berechnen
2. Schritt: y, = f(x,) berechnen und
Schnittpunkt S(x,|y,) angeben
3. Schritt: f'(x) und g'(x) berechnen:
m, =f'(xg); m, = g'(xs)
. . m2 - m1
4. Schritt: mit tan(d) =W

den Winkel berechnen.

Beispiel: f(x) = x% g(x) =x*—4x + 4
Schnittstelle: xg = 1;

Schnittpunkt (1]1)

m, =f'(1)=2;

m,=g'(1)=-2

—2-2
1+2-(=2)

6 =153,13°

tan(3) =‘ =3
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8. Funktionenscharen

8.1. Der Graph welcher der Funktionen f, geht durch P

1. Schritt: Koordinaten von P fiir x und
f(x) einsetzen

2. Schritt: Variable t aus dieser
Gleichung berechnen

8.2. Fir welche Funktion f liegt der Tiefpunkt auf der Geraden g

Beispiel: Flr welchen Wert von t geht f,
mit f(x) = t * (x — x?) durch P(=1] —4) ?
Aus —4 =t (-1 —(-1)?) folgt t = 2.

1. Schritt: Koordinaten von T(x,| y,) in
Abhangigkeit von t ermitteln
2. Schritt: x, und y, fur x und y in die
Geradengleichung einsetzen
3. Schritt: aus dieser Gleichung die

Beispiel: Fur welchen Wert von t liegt
der Tiefpunkt T(2t | t +1) auf der
Geraden y = x?
X, =2tundy, =t +1indie Geraden-
gleichung einsetzen:

t2+1=2t,d.h. -2t + 1 = 0 hat die

einzige Variable t berechnen
einzige Losung t = 1.

Beispiel: Fur welchen Wert von t ist die
Tangente an den Graphen der Funktion f,

1. Schritt: Steigung m der Geraden in
m = f'(x,) einsetzen

2. Schritt: aus dieser Gleichung den ) 1 ]
Parameter berechnen mit f(x) L X? = 2x + 21im Punkt (4 [f(4))

parallel zur Geraden y = x?

Die Gerade hat die Steigung%. f(x) =t2x -

2 1
Also muss f'(4) = 2 sein

2 ! 1 16
ft'(4)=t 04_2=2 =>t= S

8.4. Ortskurve in einer Funktionsschar berechnen

Gesucht ist die Funktion, auf deren

Graph alle Extrempunkte oder Wende-

punkte liegen, (vgl. nebenstehende Grafik)

1. Schritt: die Koordinaten von Extrem-
punkt bzw. Wendepunkt in
Abhéangigkeit von t berechnen
(x(t) Iy(t)

2. Schritt: x(t) nach t auflésen und in y(t)
einsetzen

Beispiel:

Ortskurve von T(2t | 9-t?)
x(t)=2t; yt)=1-1

=X

. . _ 1.,
o in y(t) einsetzen y =9 = X

osa32ng 1030507

8.5. Fir welchen Wert von t ist das Minimum von f am gréRten ?

1. Schritt: Ortskurve des Tiefpunktes
berechnen

2. Schritt: Maximumstelle der Ortskurve
X, berechnen

3. Schritt: aus x, = x(t) den Wert fir t

berechnen.

Beispiel: Der Tiefpunkt einer Funktions-
schar liegt bei (t|4 — t2). Fir welchen
Wert von t ist das Minimum am grof3ten?
Ortskurve: y =4 — x?

y'=-2x=0 =>x,=0=t

Minimum flrt=0
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8.6. Flr welchen Wert von t hat der Graph von f, zwei zueinander orthogonale Wendetangenten

1. Schritt: Berechnen der beiden Beispiel:fFl'Jr X"te'fhegt"!e” von t > 0 hdat
Wendestellen (x) = tx* — 6tx*> zwei zueinander
2. Schritt: Berechnen der Steigung an orthogonale Wendetangenten?
diesen Stellen. f‘I(X) = 4tx8 — 12tX, f‘"(X) =12tx3-12t=0
3. Schritt: Ansatz fir zueinander X, ==1;,x,=1
senkrechte Geraden: m, = f'(-1) = 8t; m, = -8t
m, = L 1
2 m, Ansatz: 8t = - 8t
>t =1
=>t=7 (t>0)

8.7. Welche Punkte haben die Graphen aller Funktionen f gemeinsam

1. Schritt: fur t die Parameter r und s im Beispiel: f(x) = x3 + tx? + (t— 1) x+1

Ansatz f(x) = f(x) Ansatz f(x) = f (x), also
verwenden. X2+ (r=1) x +1 =x3 + sx2 + (s—1) x +1
2. Schritt: fur r # s die Schnittstellen x,=0
_errechnen. Restgleichung:
3. Schritt: y-Werte errechnen und x+(—1)=sx+(s—1)

gemeinsame Punkte angeben (r=s) e x=—-1+(r—s) => x, =—1
2

gemeinsame Punkte: P (011) und
Pz(_1| 1)
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Abitur 2008

Ein Tal in den Bergen wird nach Westen von einer steilen Felswand, nach Osten von einem flachen
Héhenzug begrenzt. Der Querschnitt des Geldndes wird beschrieben durch das Schaubild der Funktion f

mit f(x) = - 0,125 x® + 0,75 x2— 3,125 im Bereich— 2,5 < x < 2,5

Dabei weist die positive x-Achse nach Osten (1 LE entspricht 100 m)

a) Skizzieren Sie den Querschnitt des Gelandes.

b) In der Talsohle befindet sich ein Dorf, das bereits nachmittags im Schatten liegt. Nach dem Vorbild
des italienischen Ortes Viganella soll auf dem héchsten Punkt des Hohenzugs stlich des Dorfes ein
Gerist mit einem drehbaren Spiegel zur Reflexion von Sonnenlicht aufgestellt werden. Auch hier wird
der Querschnitt des Gelandes durch das Schaubild der Funktion f beschrieben.

Bestimmen Sie die Mindesthohe dieses Gerlists, bei der das Sonnenlicht den tiefsten Punkt des

Gelandequerschnitts erreichen kann.

Wie hoch misste das Gerust werden, damit der gesamte Gelandequerschnitt zwischen Dorf und

Gerust beleuchtet werden kann ?

Das Gerlst auf dem hochsten Punkt des dstlichen
Hugels verlangt die Berechnung des Hochpunktes,
am schnellsten und einfachsten mit dem GTR: H (4|
0,875). Das kdnnte auch normal gerechnet werden,
da die 1. Ableitung gut zu bearbeiten ist.

Damit das Sonnenlicht den tiefsten Punkt erreicht,
braucht man eine Gerade durch den tiefsten Punkt,
die das rot eingezeichnete Geriist erreichen muss,
also an einem Punkt der Kurve als Tangente fungiert,
dieser Punkt ist zu ermitteln, damit man die
Geradengleichung aufstellen kann.

Dann ist der Funktionswert der Geraden an der Stelle
X =4 zu bestimmen, dieser bestimmt die Hohe des
Gerdusts.

der vorgegebene Punkt, von dem aus eine Tangente
an die Funktion gelegt werden soll ist der Schnittpunkt
der Funktion mit der y-Achse.

Q(0; - 3,125)

L8]
kN

T
pd 5 X
- \lll - I'o{' F: ﬁ'\’
1 7 )
AW y
\ 4
24!
: e’ /Sbaumaua-r
e

-3,125 =(-0,375u*+1,5u) (0—u) —0,125u® + 0,75 u?2 - 3,125

|
Yy, = f(u) (-u) +

0=0,25u®*-0,75u2

f(u)

Die Losung u = 0 ist uninteressant, da die Gerade so festgelegt wurde. Damit bleibt die Gleichung 0 = 0,25u - 0,75,
was zu Ldsung u = 3 fuhrt. Fur den Funktionswert f(3) erhalt man 0,25 und fir den Geradenanstieg f'(3) = 1,125.

Das fiihrt zur Tangentengleichung:

y=1.125x—-3,125
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4
x3 + 4a

Fiir jedes a # 0 ist eine Funktion f, mit f,(x) = gegeben.

Ihr Schaubild ist K, .

c) Die Schaubilder K, und K, schlieRen mit der y-Achse und der
Geraden x = 2 eine Flache ein. Bei Rotation dieser Flache um
die x-Achse entsteht ein Drehkorper, der als Dise benutzt wird
(Léangeneinheit 1 cm).

Berechnen Sie die Masse einer solchen Dise, die aus Titan mit
einer Dichte von 4,5 g/cm? besteht.

Diese Diise wurde aus einem massiven Kegel mit der Hohe 3 cm
und der x-Achse als Rotationsachse ausgefrast. Welchen
Radius hatte der Grundkreis dieses Kegels mindestens ?

Um den Durchmesser der Duse an der Stelle x = 0 zu bestimmen
bendtigt man die Tangentengleichung von der Position Q(3|0) an
die Kurve. Gesucht ist der Puinkt B, damit dann der Schnittpunkt
der Geraden mit der y-Achse bestimmt werden kann. da k1 die
aulRere Kurve ist, ist in der Funktion k = 1 zusetzen.

=4 —12 12
y ut+4 0 = (u3+4L;2 ( 3- U) + ud i 4
gz =48 — —
(uP+4y Y, = f'uy (B-u) + f(u)

12 u? - 4
(u3+4)? (3—U) T w+4

1202 (3—u) =4 (u*+4)
36U —12u =4 U2+ 16

16U +36u> —16=0 |:(-4)
4u3—- 9u2+ 4=0

0,257

-0 25+

¥

eine LOsung ist u = 2, aber das ist eine Tangente, die die Kurve von unten berthrt.

Man kann dann durch Polynomdivision die hdchste Potenz der Funktion um 1 reduzieren.
Polynomdivision ist nicht mehr im Abitur vorgesehen! Deshalb wiirde jetzt nur noch die
weitere Bestimmung tber GTR bleiben. Das reduzierte Polynom besitzt folgendes

Aussehen:
y=4u2-u-2

Dieses Polynom ist wieder gleich 0 zu setzen und die beiden anderen Nullstellen zu

bestimmen.
u?-%u-%=0

u1/2 = A S
=1/8 +33/8
= 1/8 (1% 5,744)
u, = 0,8431
u, = - 0,5930

Damit entsteht folgende Geradengleichung:

1/8 £V (1/8) + 32/8

Nur die Lésung u, ist brauchbar.

y =—0,4036 (x — 3)

www.treff-lernen.de

© Dipl.-Math. Armin Richter



http://www.treff-lernen.de/

Tangente und Normale Seite 9

Abitur 2012

Die Abbildung zeigt den Verlauf einer Umgehungsstrale zur
Entlastung der Ortsdurchfahrt AB einer Gemeinde. Das
Gemeindegebiet ist kreisformig mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius 1,5 km. Die Umgehungsstraf3e verlauft durch
die Punkte A und B und wird beschrieben durch die Funktion
fmit f(x) =—0,1x3— 0,3x2 + 0,4x + 3,2 A(-3|2
1 LE entspricht 1 km.

c) Im Punkt P(1,5/3) befindet sich eine Windkraftanlage.
Ein Fahrzeug fahrt von B aus auf der Umgehungsstrale. . ¥
Von welchem Punkt der Umgehungsstralle aus sieht der 5 =
Fahrer die Windkraftanlage genau in Fahrtrichtung vor i) i : g
sich ?

f(x) ==0,1x*= 0,3x2 + 0,4x + 3,2 B(3]|-1)

f'(x) = —0,3x2— 0,6x + 0,4

3 = (-0,3u2-0,6u+0,4)(1,5-u) —0,1u?~ 0,3u? + 0,4u + 3,2

Y, = f(u) (x;—u) + f(u)

3
0
0

—-0,45u2-0,9u+0,6 + 0,3u®+0,6u2—-0,4u —-0,1u®—= 0,3u2+0,4u + 3,2
0,2u®*-0,15u?2—- 0,9u + 0,8
2u®—1,5u?—-9u + 8

Die Funktion besitzt Nullstellen bei x = 2 und zwischen 0,9 und 1. Diese Nullstelle ist aber uninteressant.
Die gesuchte Losung ist x = 2.
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