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#@ Wahrscheinlichkeit

@ Ergebnis

Ein Zufallsexperiment ist ein Experiment mit folgenden Eigenschaften:

& Unter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbar

& Es gibt mindestens zwei mdgliche Ergebnisse

& Das Ergebnis ist nicht vorhersagbar

Wird ein Zufallsexperiment einmal ausgefiihrt, so spricht man von einem
einstufigen Zufallsexperiment.

Der Ausgang des Zufallsexperimentes wird Ergebnis genannt.

Die Ergebnismenge Q enthalt alle mdglichen Ergebnisse eines
Zufallsexperimentes. Die Ergebnismenge wird auch Stichprobenraum, oder
Ereignisraum oder Ergebnisraum genannt.

@ Ereignis

Jede Teilmenge A einer (endlichen) Ergebnismenge Q heil3t Ereignis A.

Stellt sich ein Ergebnis e ein und e gehért zur Teilmenge A, sagt man das
Ereignis tritt ein.

Die Menge aller Teilmengen von Q nennt man Ereignisraum und bezeichnet
sie mit 22,

Besitzt Q genau n Elemente (|Q| = n), so gibt es 22 verschiedene Teilmengen
von Q, dh. 2" unterschiedliche Ereignisse in 2°.

Das Ereignis A tritt ein, wenn das betreffende Ergebnis des Zufallsexperiment
ein Element der Menge Aist: e € A.

Einelementige Teilmenge: Elementarereignis (|Q| = n; es gibtn
Elementarereignisse)

Leere Teilmenge: unmégliches Ereignis A= O
Gesamtmenge Q) : sicheres Ereignis A= Q

A =Q\A: Gegenereignis von A

Zwei Ereignisse heillen unvereinbar, wenn gitANB=©

Werfen eines Wirfels

¢ st beliebig oft wiederholbar

* Es gibt 6 mdgliche Ergebnisse (also mindestens 2)
* Das Ergebnis ist nicht vorhersagbar

Einmaliges werfen eines Wiirfels.
Einmaliges werfen einer Miinze.
Einmalige Wette Giber den Ausgang eines Ful3ballspiels.

Zufallsexperiment Ergebnismenge
Q={1;2;3;4;5;6}
Q ={Wappen ; Zahl }

Q ={Sieg ; Unentschieden ;

Einmaliges werfen eines Wiirfels
Einmaliges werfen einer Miinze
Einmalige Wette Uber den Ausgang

eines Fulballspiels Niederlage }

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses erhalt man,
indem man die Wahrscheinlichkeiten der Ergebnisse
addiert. (Summenregel)
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@ Zufallsvariable

Unter einer Zufallsvariablen X einen Zufallsexperiments versteht man eine
Funktion, die jedem Ergebnis e, der Ergebnismenge E eine Zahl zuordnet.

X: e,— X(e) analog der Funktionsdefinition f: x — f(x)

Ordnet man jedem Wert einer Zufallsvariablen seine Wahrscheinlichkeit zu, so
entsteht eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
oder Verteilung der Zufallsgrof3e kann man in einer Tabelle oder einem
Histogramm darstellen.

@ Wahrscheinlichkeitsverteilung

Unter einer Wahrscheinlichkeitsverteilung f einer Zufallsvariable X versteht
man die Funktion f mit

f. x, = P(X=x,)
Der Funktionswert f(x) = gibt die Wahrscheinlichkeit dafir an, dass X den
Wert x. annimmt.

@ Erwartungswert

Hat eine Zufallsvariable X die Werte x,; x,; X,; ..x, dann heifl3t

E(X) = x,* P(X=X,) + X,* P(X=X,) + X,» P(X=X;) + ..... +X * P(X=x )

n

Erwartungswert von X.

Der Erwartungswert ist der zu erwartende Mittelwert von X in einer Reihe von
Zufallsversuchen. Wahrend sich der Mittelwert — eine GréRRe aus der
beschreibenden Statistik — auf die Vergangenheit bezieht, also auf Werte, die
in einer Stichprobe tatsachlich aufgetreten sind, beschreibt der Erwartungswert
eine Grole, die sich auf die Zukunft bezieht, auf eine GrolRe mit der auf lange
Sicht gerechnet werden muf3.
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7% Summenregel

Setzt sich ein Ereignis E aus den Ereignissen A und B zusammen, die sich
Uberschneiden kénnen, d.h. gemeinsame Ergebnisse enthalten kdnnen wie
bei einer oder - Verknupfung, dann muss man darauf achten, dass diese
gemeinsamen Ereignisse nicht doppelt berlicksichtigt werden.

Sind A und B Ereignisse und gilt E = A UB (Oder — Ereignis), dann ist die
Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis E:

P(E)=P(AUB)=P(A)+P(B)- P(ANB)

In Worten:

Die Wahrscheinlichkeit eines Oder - Ereignisses ist die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten der beiden Ereignisse, vermindert um die Wahrscheinlichkeit
des Und - Ereignisses.

% Unabhangige Ereignisse

Zwei Ereignisse A und B heil3en stochastisch unabhangig genau dann, wenn
gilt

P(A N B)=P(A)*P(B)

Gilt diese Gleichung nicht, heil3en die Ereignisse stochastisch abhangig.

# "Unabhangigkeit" ist ein schwieriges Konzept und kann nicht in einem
Diagramm dargestellt werden. Unabhangigkeit ist nicht intuitiv und man
muss sie fir jede Situation Uberprifen.

# Das Auftreten des Ereignisses B beeinfluf3t nicht die Wahrscheinlichkeit
des Eintretens des Ereignisses A: P(A|B) = P(A) und P(BJA) = P(B)

# Das kann aus der Gleichung P(A N B) = P(A) . P(B|A) abgeleitet werden,
wobei P(B|A) = P(B), wenn die Ereignisse unabhangig sind.

# Wenn A und B unabhangig sind, dann sind A und B auch unabhangig.

# Wenn A unabhangig von B und A unabhangig von C ist, muss A nicht
notwendigerweise auch von (B N C) unabhangig sein.
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Rechenregel fir Wahrscheinlichkeiten

1. Fir alle Ereignisse E gilt: 0 < P(E) < 1 wobei P(@) =0 und P( Q) = 1. das
bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit flr das Eintreten eines Eriegnsses
immer zwischen 0 und 1 liegt und nicht negativ sein kann.

2. IstE={e,; e, e,;e,..e} dann gilt P(E) = P(e,)+P(e,)+P(e,)*..P(e,)

3. Fur alle Ereignisse A und B gilt; P(E) = P(AU B) = P(A) + P(B) - P(ANB)

4. Fur das Gegenereignis E gilt: P(E) =1 —P(E)

@ Laplace — Experiment

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung, die jedem der moglichen Ereignisse
e,; e,; ..e, eines Zufallsexperiment die gleiche Wahrscheinlichkeit zuordnet

heil’t Gleichverteilung

Ist die Wahrscheinlichkeit bei n méglichen Ergebnissen flr jedes einzelne
Ergebnis 1/n, dann spricht man von einem Lapalce-Experiment.

Nach klassischer Definition ist die Wahrscheinlichkeit bei Gleichverteilung
fur das Auftreten eines Ereignisses E:

P(E) = Anzahl der zum Ereignis E gehdrenden Ereignisse

Anzahl der méglichen Ereignisse

@ Gegenereignis — Vereinigung — Schnitt

B B
Das Gegenereignis A tritt A 0
genau dann ein, wenn A
nicht eintritt.

>

>

B © A Das Ereignis B zieht das o
Ereignis A nach sich ;

immer, wenn B eintritt, tritt A
auch A ein.

A NB Das Ereignis A und B (A Q
geschnitten B) tritt genau A A

dann ein, wenn sowohl A als
auch B eintritt

>
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A U B Das Ereignis A oder B (A B B

vereinigt B) tritt genau A
dann ein, wenn

mindestens eines der X

Ereignisse A, B eintritt.

A\ B Das Ereignis A und nicht B A

(A minus B) tritt genau
dann ein, wenn A eintritt
und B nicht eintritt.

|

A\B=ANB

A N B Hochsten eines der

Ereignisse A,B tritt ein, wenn A
entweder A oder B oder

keines von beiden eintritt. A
ANB=AUB

A U B Das Ereignis Weder A noch B B B

tritt genau dann ein, wenn
keines der beiden Ereignisse

A,B eintritt.

AUB=ANB A
(ANB)U (ANB) B B
Das Ereignis Entweder A A

oder B tritt genau dann ein,
wenn genau eines der A
Ereignisse A,B eintritt.

ANB=9

Die Ereignisse A und B sind
unvereinbar, d.h. sie
kénnen nicht gleichzeitig
eintreten.

Q

A
B
A Q
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@ Baumdiagramm

Die Beziehungen von zwei Ereignissen kdnnen mit einer Vierfeldertafel aus-
reichend beschrieben werden. Wenn mehr als zwei Ereignisse miteinander
verbunden werden sollen, ist die Vierfeldertafel nicht mehr geeignet. dazu
benutzt man dann ein sogenanntes Baumdiagramm. Die Beziehungen der
Vierfeldertafel kdnnen auf zwei verschiedene Weisen in einem Baumdia-
gramm dargestellt werden:

¢ Vierfeldertafel als Baumdiagramm

Zeilensumme
@ P(ANB) P(ANB)  P(A)
P(ANB) P(ANB)  P(A)
Spalten- | P(B) P(B) 1
summe

P(A)/ \(A) P(B/ P(B)

A(B/ \ A(B) PA(B/ \PB) p (A/ \P A) P, (A/ \P (A)

@
@
@
@
@

P(A)-P(B)

P(A)-P(B)
P(A)P(B)
P(B)}PA) &

P(B)P(A) &

P(B)}P(A) & 3

P(A)P(B)
P(B)*P(A)

Vorteilhaft fir die Nutzung weitere Stufen ist die Anordnung in
waagerechter Form. Die Darstellung P,(B) ist eine Schreibweise fir

die Bedingte Wahrscheinlichkeit, auf die spater eingegangen wird,

P(B)

P(B)

& ‘EJ P(AnB)—
Die Wahrscheinlichkeit an dem Pfad von @ nach ist nicht die

Wabhrscheinlichkeit P(B) des Eintretens des Ereignisses B, sondern
die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses B unter
der Bedingung, dass A bereits eingetreten ist. Deshalb auch mit

P,(B) bezeichnet
P(ANB)=P(A)+P,(B)

Die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten von B ergibt sich aus der
Wabhrscheinlichkeit fir das Eintreten von B unter der Bedingung, dass
A eingetreten ist plus der Wahrscheinlichkeit des Eintretens von B
unter der Bedingung, dass eingetreten ist. Andere Ereignisse kénnen
nicht zum Eintreten von B fihren.

P(B)=P(ANB)+ P(ANB)
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Die Grundgesamtheit setzt sich aus den Summanden a, b, c und d der Vier-
Felder-Tafel zusammen. Bei Prozentangaben ergeben diese Zahlen zusam-
men 100 %, sie beziehen sich also alle auf die Grundgesamtheit.

Ist man jedoch an Anteilen (relativen Haufigkeiten) bzw. Wahrscheinlichkeiten
interessiert, so sind Quotienten zu bilden. lhre Summe ist fir eine Verastelung

b+d
at+b+c+d

c+d
at+b+c+d

atb+c+d

a Q c b Q d D D
de mebia b wb o o
B B ] @ O @ O

atb+c+d
__Cc
a+b+c+d

Die Wahrscheinlichkeiten der linken Darstellung auf der ersten Stufe kbnnen
sofort aus der Vierfeldertafel abgelesen werden (und zwar aus der gesamt
Zeile/ Spalte des ersten Merkmals). Die Pfadwahrscheinlichkeiten sind
ebenfalls sofort abzulesen ().

Nur die Wahrscheinlichkeiten auf der zweiten Stufe missen berechnet werden!
Etwa mit Hilfe der Pfadregel:

Die gesuchte Teilwahrscheinlichkeit p in der zweiten Stufe muss
multipliziert mit der bekannten (ersten) Teilwahrscheinlichkeit
die Pfadwahrscheinlichkeit ergeben.

at+b+c+d

a atc a

atb+ctd " a+bctd = atc

@ O

D Abschluss (A)
kein Abschluss (kA)

gesamt

0,58

0,33

0,25

0,09
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@ Bedingte Wahrscheinlichkeit

3 Baumdiagramm mit Zuriicklegen (mit Wiederholung)

Das bestimmende Merkmal fiir diese Art von Zufallsexperimenten besteht
darin, dass vor jedem neuen versuch die Ausgangssituation des ersten
Versuchs wieder hergestellt wird. Deshalb bezeichnet man diese Art in
Anlehnung an die Simulation mit einem Urnenmodell, in dem Kugeln gezogen
werden mussen, als ,mit Zuricklegen®

Merkmale

& Vor jedem neuen Versuch ist die Ausgangssituation wieder hergestellt.

& Die Wahrscheinlichkeiten sind bei jedem Versuch die gleichen, da die Zahl
Laller” Ereignisse und die Zahl der ,positiven“ Ereignisse immer gleich sind.

Betrachtet man im Baumdiagramm die erste Ziehung flr die rote Kugel, dann
ist die Wahrscheinlichkeit P(A) dafir:

eine rote Kugel aus der Gesamtmenge Q zu ziehen: P (A) = 3/5
( = die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A unter der
Bedingung der Grundmenge Q )

Betrachtet man die zweite Ziehung fiir die rote Kugel, dann ist die
Wabhrscheinlichkeit P(A) dafur:

eine rote Kugel aus der Gesamtmenge Q zu ziehen:  P_(A) = 3/5
( = die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A unter der
Bedingung der Grundmenge Q)
da durch das Zurticklegen die Ausgangsmenge wieder zurlickgesetzt wurde.

In einer Urne befinden sich 3 rote und 2 gelbe Kugeln. Nacheinander
werden zwei Kugeln mit zurlicklegen gezogen.

1.Ziehung ;| 2.Ziehung
Insgesamtsind |  Insgesamtsind |
5 Kugeln | 5 Kugeln |
vorhanden . vorhanden ;
I I
I I
rote Kugeln: 3 | rote Kugeln: 3 I
gelbe Kugeln: 2 I gelbe Kugeln: 2

@ Zeilensumme

P(rg)=0,24 | P(rr)=0,36 P(A)=3/5 = 0,24+0,36

P(gg)=0,16 | P(gr)=0,24 | P(A)=2/5 = 0,16+0,24

Spalten- P(B)=2/5 |P(B)=3/5 1
summe =0,16+0,24 | = 0,36 + 0,24
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Baumdiagramm 7 Baumdiagramm ohne Zuriicklegen (ohne Wiederholung) In einer Urne befinden sich 3 rote und 2 gelbe Kugeln. Nacheinander

Das bestimmende Merkmal firr diese Art von Zufallsexperimenten besteht werden zwei Kugeln ohne zurlicklegen gezogen.
darin, dass vor jedem neuen Versuch eine neue Ausgangssituation vorhanden

ist, da das Ergebnis des ersten Versuchs Auswirkung auf das Ergebnis des

zweiten Versuchs hat. Deshalb bezeichnet man diese Art in Anlehnung an die 1. Ziehung . 2. Ziehung I
Simulation mit einem Urnenmodell, in dem Kugeln gezogen werden missen, Insgesamt sind 5 ilnsgesamt sind noch
als ,ohne Zurucklegen* Kugeln vorhanden |4 Kugeln vorhanden,
Merkmale T TmTmrme e Fe e T T T T

rote Kugeln: 2 |
gelbe Kugeln: 2 :

rote Kugeln: 3

@ Vor jedem neuen Versuch existiert eine neue Ausgangssituation gelbe Kugeln: 2

& Die Wahrscheinlichkeiten sind bei jedem Versuch verschieden, da die Zahl
waller* moéglichen Ereignisse sich um 1 reduziert (Nenner wird um 1 kleiner)
und die Zahl der ,positiven® Ereignisse durch vorherige Versuche verandert

wurde.

Betrachtet man im Baumdiagramm die erste Ziehung flr die rote Kugel, dann
ist die Wahrscheinlichkeit P(A) dafiir:

eine rote Kugel aus der Gesamtmenge Q zu ziehen: P (A) = 3/5
( = die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A unter der
Bedingung der Grundmenge Q)

Betrachtet man die zweite Ziehung fir die rote Kugel, dann ist die

Wahrscheinlichkeit P(A) dafr: te Kugeln: 3 = 21 2 _ 010
eine rote Kugel aus einer Menge zu ziehen,. aus der bereits eine (rote ;Oelie L}J(%Zg[n. 2 (gg) 54 20
oder gelbe) gezogen wurde: ’ rote Kugeln: 3
P.(B)=2/4, P,(B) =2/4, Ps(B) = 3/4, PyB) = 1/4. gelbe Kugeln: 1
( = die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses B (oder B)
unter der Bedingung, dass das Ereignis A (oder A) eingetreten ist. ) Zeilensumme
Beim zweiten Versuch hat sich die Ausgangsmenge fir alle Versuche
geandert, alle Wahrscheinlichkeiten haben sich gegenliber dem ersten
Versuch geéndert. 0 P(rg)=3110 |P(rf)=3110 | P(A)=3/5
© Dipl.-Math. = = A)=
Armin Richter P(gg)=1/10 | P(gr)=3/10 P(A)=2/5
Treff® Spalten- | P(B)=2/5 | P(B)=3/5 1
Lernen summe

CHRISTINA STRAUCH
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Baumdiagramm FB)?A\éerBs)ui:h:(r/l‘;n.itpz(lél;ﬂcklegen ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis Bedingte Wahrscheinlichkeit kann aus der Vierfeldertafel nicht

abgelesen werden, aber sie 14t sich aus der Vierfeldertafel
Bei Versuchen ohne Zuriicklegen ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis bestimmen:
P(ANB)=P(A)+P,B)

Da P(A) P,(B) = P(ANB) und die Reihenfolge am Ende der beiden Ziehung @ Zeilensumme
unwichtig ist, folgt daraus auch:  P(B) P,(A) = P(ANB)
‘n’ rmmﬂno'QHHin} P(A)=3/5

Deshalb ist es moglich die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis P,(B) zu
berechnen, wenn die Wahrscheinlichkeit von A — P(A) — und die _ _ —
Wahrscheinlichkeit von AN B — P(A NB) — bekannt sind: P(99)=1/10 | P(gr)=3/10 = P(A)=2/5

P.(B) = P(ANB) Spalten- | pg) = o5 | P(B)=3/5 1

P(A) summe
~ P.(A) = P(ANB) -
P(A) P,(B) = P(B) P4(A) und ° P(B) Betrachtet man das Ereignis AN B, so kann man der Vierfeldertafel

entnehmen,. dass die Wahrscheinlichkeit dafiir 3/10 betragt.

« die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis A eintritt ist 3/5 (Zeilen-
summe von A) -

* um die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A zu
bestimmen bezieht man die Wahrscheinlichkeit A N B = 3/10 auf die
Wabhrscheinlichkeit von A :

3
- = 10 1 Im Baumdiagramm
P.(B) = PANB) - = = o auf der vorherigen
P(A) % Seite als 2/4 angegeben.

Von dem zuerst eingetretenen Ereignisses ist die Spalten- oder
Zeilensumme zu nehmen und die ,zusammengesetzte“ Wahrschein-
lichkeit auf diese Summe zu beziehen, was bedeutet, durch diese

Summe zu teilen.
© Dipl.-Math.

Armin Richter

Treff®@
Lernen
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@ Pfadregeln

2 1. Pfadregel — Produktregel

In einem Baumdiagramm ist die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses
entlang eines Pfades gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten
der einzelnen Wahrscheinlichkeiten eines Teilpfades.

"517..-' 2. Pfadregel — Ereignisregel

In einem Baumdiagramm ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses gleich
der Summe der zugehérigen Ergebnisse.

(ein Ereignis kann sich aus vielen Einzelergebnissen zusammensetzen, z.B
setzt sich das Ereignis eine rote und eine gelbe Kugel zu ziehen, aus zwei
Ergebnissen zusammen.)

"_;",3 3. Pfadregel — Verzweigungsregel

Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten an den Asten, die von ein und
demselben Verzweigungspunkt ausgehen, ist immer 1.

32
204 Pimri=2. Z2=—=
(m)=2.5=55=0.2
35
Multiplikation
— o4 2u
3 A P[rg)=§2=£=0|24
54 20
> +
23 B
215 314 P[gr)=g.4_=%=0|24/

Die Wahrscheinlichkeit, dass genau eine Kugel gelb und eine Kugel rot
ist, setzt sich aus zwei Teilwahrscheinlichkeiten zusammen:
1. Kugel rot; 2. Kugel gelb; 1. Kugel gelb; 2. Kugel rot; = 0,48

24
_,——'-"'"_H-F
Summe =1
‘\—\_,_\_\_\_\_\-\-
= B0

\

/

g

i

\s
s

114

/
O
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Die ombinatorik

Bei Mammutbaumen entstehen sehr viele interessierende Pfade im
Baumdiagramm. Wenn sie alle die gleiche Pfadwahrscheinlichkeit besitzen,
genugt es, einen einzigen dieser Pfade zu zeichnen, dessen
Pfadwahrscheinlichkeit zu berechnen und mit der Anzahl der interessierenden
Pfade zu multiplizieren. Die Anzahl der interessierenden Pfade erhalt man
mithilfe von kombinatorischen Das Themengebiet der Kombinatorik Iasst sich
so bruchlos in einen baumorientierten Lehrgang integrieren.

Die Kombinatorik liefert als Anzahl der Pfade, bei denen jeweils zwei
Fragen vorbereitet sind: Permutation mit Wiederholung

_nt _ 8 _
k!~ 3 = 10
Von den 10 Pfaden sind vier aufgefiihrt, alle diese Pfade sollen die gleiche
Wabhrscheinlichkeit besitzen, was auf den ersten Blick etwas merkwiirdig
erscheint, wenn man die einzelnen Briiche betrachtet.

Deshalb sollen die einzelnen Zahler und Nenner getrennt betrachtet werden:

Die Nenner generieren sich aus den noch insgesamt vorhandenen
Fragen, deshalb haben die Nenner in allen Pfaden die Folge
50 49 48 47 46

O O O O (0]
o O O O O
R A
L W W W oW
-~ N o < 0
In jedem Pfad tritt einmal ein Faktor aus
]
P=% [10 9 40 39 38jdem Zahler auf und einmal ein Faktor aus
2! (50 49|48 47 46 dem Nenner
o S o
58 S®
<>3|.|_ c
N [ap]

Ein Lehrer gibt vor einer Prifung einen Fragenkatalog mit 50 Fragen
heraus, von denen dann 5 dem Priifling vorgelegt werden. Hans
bereitet sich auf 10 der Fragen vor.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalt er genau 2 vorbereitete
Fragen?

10 9 40 39 38

10 49 48 47 46
. 0w
— @@
W——@ @

0 40 10 39 9

ot orte et @

Die Zahler generieren sich
fur die vorbereiteten Fragen (blaue Kreise) aus den noch vorhandenen
vorbereiteten Fragen

10 9

) )
s g%
o - o -
> WL > W

fur die nicht vorbereiteten Fragen aus den noch vorhandenen nicht
vorbereiteten Fragen

40 39 38
Qo Lo Lo
52 59 5O
=g >80 >0
cC c c
— &Y %)
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@ Bedingte Baume

Bei bedingten Badumen hangt die Knotenwahrscheinlichkeit davon ab, was im
vorherigen Knoten passiert; so ist im Diagramm z. B. P,(A) # P;(A). Das

bedeutet aber auch, dass die Knoten von Baum und Umkehrbaum
unterschiedliche Ast-wahrscheinlichkeiten besitzen, so ist z.B. P(B) # P(B). Ist

dieser Zusammenhang und die damit einhergehende Schreibweise geklart,
gelingt es relativ leicht, die Astwahrscheinlichkeiten des Umkehrbaums aus
denen des urspriinglichen mit Hilfe der Pfadregeln zu ermitteln. So Iasst sich
im Beispiel die Astwahrscheinlichkeit P(A) des zweiten Baumes durch die
Addition der Alarm-Pfade des ersten Baumes bestimmen. Die
Wahrscheinlichkeit fur einen berechtigten Alarm P_(B) ergibt sich aus dem

Anteil von P(ANB) bezogen auf P(A).

Allerdings kommt es bei bedingten Baumen — also bei abhangigen
Teilereignissen — haufig zu Fehlurteilen. Im ersten Moment unterscheiden die
Schiler nicht zwischen P,(A)=99% und P,(B)=16,54%. Sie kénnen nicht

glauben, dass eine so zuverlassige Alarmanlage nur in 16,54% der Falle
berechtigter-weise Alarm gibt und trauen diesem errechneten Wert nicht. Sie
sehen nicht, dass sich die 99% nur auf ganz wenige Falle beziehen. Aus
diesem Grund wird bei der Einfihrung des Themas oft mit sogenannten
Haufigkeitsbaumen gearbeitet, bei denen die Knoteneintrage um absolute
Haufigkeitsangaben erganzt werden. Anhand der absoluten Zahlen kdnnen die
Schdler die tatsachlichen Verhaltnisse deutlicher erkennen

P(A)=P(BNA) + P(BNA) = 0,599%
0,001*0,99  0,999*0,005 = 0,005985
_ _P(ANB) _ 0.001-0,99 _ .
PE=P® =2 000509 ~ 1654 %

Die Alarmanlage eines Geschéftes gibt bei einem Einbruch mit einer
Wahrscheinlichkeit von 99% Alarm. Aber auch ohne Einbruch gibt sie
mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,5% (falschen) Alarm.

Die Einbruchswahrscheinlichkeit in der Nacht betrage 0,1%. Wie groR
ist die Wahrscheinlichkeit, dass, wenn der Alarm ausgeldst wird,
tatsachlich ein Einbruch stattfindet?

(1) E: AB, d.h. es findet ein Einbruch B statt, unter der Bedingung A,
dass die Alarmanlage angesprungen ist.

P(B) = 0,001 ﬁ
/ PR =001

P.(A) = 0,01

\,

P4(A) = 0,995
Dieser Baum zeigt die Wahrscheinlichkeit an, dass Alarm ausgeldst
wurde unter der Bedingung, dass eingebrochen wurde.
Gesucht ist aber die Abhangigkeit dafiir, dass ein Einbruch stattgefun-
den hat unter der Bedingung, dass Alarm ausgel6st wurde, also:
es klingelt, ist auch wirklich jemand eingebrochen ?

P.(B) =

P(B) = 0,999

/?V
& =

=
A
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Verteilungen @ Bernoulli-Verteilung

Definition Grafische Darstellung
p flrx =1 ‘wWahrscheinlichkeit

fx)=< 1-p firx=0

0 sonst
R
Eine Bernoulli-Verteilung muss die folgenden Bedingungen erfillen:

* das Ergebnis eines Experiments ist binar (nur zwei mdgliche Werte)

* die N Versuche sind unabhangig voneinander

» die Wahrscheinlichkeiten der Ergebnisse bleiben konstant

Anwendungen:
Bernoulli-Verteilungen kénnen beobachtet werden, wenn ein zufélliger
Prozess exakt zwei Ergebnisse hat, wie z.B. in der Qualitatssicherung, wo ein T T 1 T T T

Produkt als gut oder schlecht klassifiziert werden kann. a 1

Argurnent
Erwartungswert: Ex)=p

Varianz: VAR(x) = p(1-p)

© Dipl.-Math.
Armin Richter
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@ Pascalsches Dreieck

Das Pascalsche Dreieck ist bekannt aus der Berechnung der Binomischen

Formeln und stellt das Bildungsgesetz der Koeffizienten vor den einzelnen
Potenzen dar.

Die Koeffizienten der folgenden
Reihe entstehen aus der Summe 1
der Koeffizienten der

vorhergehenden Reihe. An den 1_141
Réndern wird jeweils eine 1
hinzugefigt. 1+ 2+ 1
————
1 3 3 1

1 4 6 4 1
—_—————

1 5 10 10 5 1
—_— N ——— — —
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9

Bildungsgesetz des Pascalschen Dreiecks:
n n-1 En—q
k| lk=1] % k

Vandermondesche Gleichung

e = 2T

Pascalsches Dreieck in der Schreibweise mit Binomialkoeffizienten

HIRKANE
RIAIANaKE
(5) (5) (5) (5) () (3)

—_——

(5) () () (3) (§) (3) ()

n
Binomialkoeffizient [ XJ

Ausdriicke der folgenden Art nennt man Binomialkoeffizienten. Sie
treten nicht nur bei dieser Verteilungsfunktion auf, sondern
insbesondere beim Ausmultiplizieren binomischer Ausdriicke der Form
(a + b)". Die Berechnung der Binomialkoeffizienten ist nur erklart fir
ganzzahlige n und x, wobei x < n sein muf.

H=(2) = 7o

Beim Binomialkoeffizient sind keine Bruchstriche zu setzen. Der
Ausdruck wird gelesen als ,, n Uber x“. Die Berechnung eines Binomial-
koeffizienten erfolgt entsprechend des rechten Ausdrucks Uber die
Fakultat der beiden ganzen Zahlen.
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7 Eigenschaften des Pascalschen Dreiecks

Der ,Aufbau” beginnt in Zeile 0 (n=0 ) mit einer Eins. Am Rand jeder neuen
Zeile steht auf beiden Seiten eine weitere 1. Alle anderen Eintrage entstehen
aus der Summe der beiden darlber liegenden Zahlen:

Zunachst scheint es ein einfaches Zahlenspiel zu sein, doch der Inhalt steckt
voller schéner Mathematik. So haben die Zahlen im Pascalschen Dreieck
neben der Symmetrie viele weitere interessante Eigenschaften:

(a) Die zweite Zahl entspricht immer der ,Zeilennummer n“. Man beginnt bei
der Nummerierung mit der ,nullten Zeile“.
(b) Die vorletzte Zahl in jeder Zeile entspricht immer der

,Diagonalennummer k*“. Wieder beginnt man beim Zahlen mit der ,nullten
Diagonalen®

(c) In der vierten Diagonalen (k=3) liegen die Summen der dartiber
liegenden Dreieckszahlen (10 = 1+3+6; 20 = 1+3+6+10 ;...); aber
acuh die Folge der ,Tetraederzahlen®.

(d) Die Zahlen in der n-ten Zeile entsprechen stets den Koeffizienten
(=Zahlfaktoren) der ,Binome* (atb)" . (Sie werden daher auch Binomi-
alkoeffizienten genannt.)

Beispiel: (a-b)? =(1-)a?- 2ab+(1-)b?
(a+b)®=a*+3a’b+3ab?+b?
N (a—b)> =a%-5a*b+10a® b2-10a2b3+5ab* - b®

‘:} ummeriert man auch jeden. Eintrag einer Zeile beginnend mit 0, dann
hat der k-te Eintrag in der n-ten Zeile eine kombinatorische Bedeutung:
Dies ist die Anzahl der Mdglichkeiten, aus einer Gruppe von n Elementen
genau k Elemente ohne Beachtung der Reihenfolge auszuwahlen.

(f) Addiert man zwei unter einander stehende Zahlen der dritten Diagonalen,
(k =2) so ergibt sich stets eine Quadratzahl.

© o0 N oo a A~ W N

Betrachtet man die horizontalen Zeilen als n und die Diagonalen als k,
beginnend mit k=0 an der ersten Diagonale, dann kann man aus dem

n
Pascalschen Dreieck die Wahrscheinlichkeiten ( k) ablesen.

Um das richtige k zu finden muss man an der ersten Diagonale, in der
natirlichen Zahlen stehen, den Wert um 1 reduzieren.
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¢ Fibonacci Zahlen und Summen

(g) Aligemein beinhaltet jeder Eintrag die Summe der darlber liegenden

Diagonaleneintrage.

Jede rechts neben einer Folge liegende Folge ist immer die Folge der

Partialsummen der vorhergehenden.
Z.B. ist die Dreiecksfolge 1, 3, 6, 10, 15, ... auch die Summenfolge

(i)

Fibonacci-Zahlen

aus den sogenannten
flachen Diagonalen

1, 142, 142+3, 142+3+4, 1+2+3+4+5, ... 1
1
(h) Die dritten ,Diagonale“ (k=2) enthalt nach (g) Summen der dariiber
liegenden ersten aufeinander folgenden nattrlichen Zahlen, denn: 2
142 =3; 14243 = 6; 1+2+3+4 = 10 usw. 3
und damit die sogenannten ,Dreieckszahlen® 5
Etwas ,versteckt® liegen die nach Leonardo da Pisa (auch Fibonacci, 8
* 1180 (?) - T 1241(?)) benannten ,Fibonacci-Zahlen* 13
1:1;2=1+1,;3=1+2; 5=2+3; 8;13; 21,34 ;... Die Summe der Eintrage
in den ,flachen Diagonalen® ergibt jeweils eine Fibonacci-Zahl . Als 21
Beispiel sind auf der Seite die zweite, die vierte und die siebte 34
.Flachdiagonale“ blau, die anderen rot gekennzeichnet: 3=F4 bzw.
13=F7
b2 2
1 20 =1 0
1 + 1 21 =9 0
ty 2 4 + 27 =4 0
T 3 I 23 =8 0
t+ 5 o —10 5% 1 25 =32 0
t+ 6 5% 20 & 6 T+ 26 =64 0
T+ [4 2% 39 O 21 [ 1 27 =128 0
T+ 8 2& 56 7Q. 56 28+ 8 T+ 28 =056 0
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 29 =512 0

Die Zeilensumme im Pascalschen Dreieck
liefert immer eine Potenz von 2.

Begrindung: (1 +1)"=2n
Damit sind die Zahlen Koeffizienten von
1-er Potenzen

2' Die alternierende Zeilensumme im
Pascalsche Dreieck ist immer 0.

Begrindung: (1—-1)"=0"

Die Zahlen sind Koeffizienten von
1-er Potenzen mit wechselndem
Vorzeichen, wegen gerader und
ungerader Potenzen von (-1).
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Binomial- # Binomialverteilung
verteilung Definition A und B spielen mit einem Wiirfel so, dass A gewinnen soll, wenn er
Die Binomialverteilung ist eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir ein bei 4 Wirfen zweimal oder ofters eine 1 wirft; fallt die 1 nur einmal oder
Merkmal, das z. B. aus zwei Auspragungen, z. B. funktionsfahig/defekt, Wap- | 9ar nicht, so gewinne B. - ?
pen oder Zahl, oder blau/rot mit einer konstanten Erfolgswahrscheinlichkeitp | Vi€ grold ist das Verhaltnis der Chancen?
flr eine Auspragung, z. B. defekt oder rot, annehmen kann. X
Die Wahrscheinlichkeit mit der dieses Ereignis eintritt, wird mit P(X=) 1
bezeichnet. 6
@<
3 1 S
P(,keine 1) P(,eine 1°)| P(zwei 1) | P(,drei 1) | P(,vier 1) ©.6) .6
P(X=0) P(X=1) P(X=2) P(X=3) P(X=4) 1 5
OIS 6
Wie viele I 11°(5)°
Pfade gehoren 1 4 6 4 1 ® 6 6
zum Ereignis? 1 3 5
Wie sehen die 4 3 2 3 4 @ (15 2 g 2
Binzel- 5 5 (1]/[5][1]]5][1 1 HRE
wahrscheinlich- 6 6llelllel 6!l 6 6 ©.6) 16,
keiten an jedem 1 S
dieser Pfade aus? @l 6 6
3
T 5
Gesamtwahr- 4 3 2 3 4 © % 6
s, (3 <alablsfn
flr das Ereignis 6 616 66 66 6 1% 5
. - o . @l6) |6
Betrachtet man die beiden Teilbdume, so ergibt sich folgendes Bild: 12[ 5 2
oberer Teilbaum 0 1 3 3 1 © .6 2 )
122
unterer Teilbaum 1 3 3 1 0 @le) L6/,
S
aus der Summe ergibt sich: © % 6
0+1 1+3 3+3 3+1 1+0 172 5|7
1 4 6 4 1 1 P
@5 (55 ,
© Dipl.-Math. : : ; ; 1 )
Armin Richter Dieses Bildungsgesetz ist bekannt aus dem Pascalschen Dreieck. © s 6
3
5
Treff® ol1] (2
Lernen | 5
CHRISTINA STRAUCH © é
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Voraussetzungen zur Anwendung der Binomialverteilung:

# Die Auspragung des Merkmalergebnisses muss zuféllig sein, d. h., die
Auspragungen A oder B missen voneinander unabhangig sein.

# Der Stichprobenumfang n entspricht der Anzahl der Merkmalsergebnisse,
d.h., sie sind auf n festgelegt. Der Stichprobenumfang muss komplett
“durchgepruft” werden, um die Anzahl k zu erhalten.

#» Die Wahrscheinlichkeit p und folglich auch fiir 1-p ist konstant.

¥ Es wird von einer Stichprobennahme mit Zurticklegen ausgegangen (siehe
als Gegensatz hierzu hypergeometrische Verteilung). Ist der
Stichprobenumfang n gegenuber dem Losumfang N klein, etwa n < N/10,
kann in der Praxis von einer Stichprobennahme mit Zurticklegen
ausgegangen werden.

F# Herleitung der Formel

Es sei eine Urne mit N Kugeln gegeben, von denen M weil® und N-M schwarz
seien. Man zieht nun aus dieser Urne n Kugeln mit Zurticklegen, d.h. die
Anzahl der weiflten und schwarzen Kugeln in der Urne ist bei jedem Zug gleich.
Die Frage ist nun, wie grof} die Wahrscheinlichkeit ist, dass genau k weil3e
Kugeln gezogen werden. Dabei soll jede Kugel beim einmaligen Ziehen mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit gezogen werden.

Betrachtet man das Zufallsexperiment als Laplace-Experiment entstehen im
Ergebnis die n -Tupel aus Farben mit Berlicksichtigung der Reihenfolge. Es
gibt nun N" Moéglichkeiten (mit Wiederholung und Beachtung der Reihenfolge),
um Uberhaupt n Kugeln zu ziehen. Um genau k weifte und n-k schwarze
Kugeln zu ziehen, hat man bei festgelegter Reihenfolge M* (N-M) ™ Mdglich-
keiten. Da aber die Reihenfolge nicht interessiert, sondern nur die Tatsache,
dass genau k weil3e Kugeln gezogen werden, mull noch mit der Anzahl
multipliziert werden. Die Anzahl ist [E} , denn die k gezogenen weiflen Kugeln

n
k

n Platze fur k Objekte haben. Es ergibt sich somit flr die Zufallsvariable X, die
einem n-maligen Ziehen (mit Zurlicklegen) die Anzahl der weilen Kugeln
zuordnet:

pocio = (1] MM 7] M) g™

Nn k N N

{3 (-

Mit der Wahrscheinlichkeit M/N = p fhrt das zu der Formel:

kénnen wir in dem n -Tupel auf genau[ } Platze verschieden anordnen, da wir

k

Grafische Darstellung

0.20 4

0.0+

0.00 4

n=10
p=03
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. P(klp.n) = | 7 p* (1 - p)™*
verteilung (Klp.n) =1 jp*(1-P)
P(Ip.N) = 1 ey P (1= p)™
’ k! (n — k)!
n: Stichprobenumfang
k: Anzahl der Merkmalauspragungen A oder B (blau oder rot)
p: Konstante Erfolgswahrscheinlichkeit fir A oder B
(1-p): Wenn p die konstante Erfolgswahrscheinlichkeit fiir A ist,
dann ist (1-p) die konstante Erfolgswahrscheinlichkeit fir B.
(1-p) wird oft durch q dargestellt.
3 Anzahl der Pfade bei n Versuchen
Die Binomialverteilung ist ein = Beispiel
% Ziehen mit Zurticklegen (mit Wiederholung)
@ ohne Beachtung der Reihenfolge Es sollen die beiden Mdglichkeiten je Ziehung durch s (schwarz) und
Die Anzahl der Mdglichkeiten wird deshalb durch eine w (weift) gekennzeichnet werden. Fir jeweils k Ziehungen gibt es
Kombination mit Wiederholung folgende Moglichkeiten:
charakterisiert. ot 1)1 31
— — +2-1) 9 = 3
(n+k=1)! _[n+k=1] _ | n+k-1 ss sWw o ww
k!-(n—1)! k J = [ n-
Alle k-Kombinationen, die aus einer k=3 => 2311 _4l =4
n-elementigen Menge erzeugt werden kénnen 3! !
Sss Ssw SWW  www
Fir die Binomialverteilung ist der Wert n = 2 zu setzen, da jedes Element zwei | 51
Merkmalsauspragungen hat: entweder Erfolg, oder Mi3erfolg. k=4 => 2+4-1)1 - T 5
Fir k ist die Anzahl der Ziehungen anzusetzen. Damit ist die Anzahl aller 4l
maoglicher Zusammenstellungen aus der Formel: SssS SSSW  SSWW  SWWW  WWww
© Dipl.-Math. 2+k=1) _(2+k-1) _ [ 2+k-1
Armin Richter kl- - k - 1 k=5 => =6
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zu ermitteln. Dabei bleibt unberiicksichtigt, wie oft jeder dieser Kombinationen
auftritt. Es wird nur die Frage beantwortet, welche Kombinationen entstehen

koénnen.
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3 Anzahl der Pfade mit k Erfolgen bei n Versuchen

Bei einem n — stufigen Bernoulli — Versuch besteht jedes Element der Ergebnis-

menge aus n Folgeereignissen .z.B. EEMMEEEM ....... EM.
Die Anzahl der Pfade mit k Erfolgen zu finden ist gleichbedeutend damit, aus

der Ergebnismenge die Anzahl der Elemente zu finden, die k — mal unabhangig
von der Reihenfolge einen Erfolg aufweisen.Man kann das auch so formulieren:

Auf wie viele Arten kann man k Objekte aus n Objekten unabhangig von der
Reihenfolge auswahlen?

Eine erste Antwort liefert die Formel der Permutation. n Elemente lassen

sich auf n! Maoglichkeiten anordnen.

Bei jeweils k Erfolgen sind die Elemente der k-Erfolge nicht unterscheidbar,

aber auch die n-k Elemente der Nichterfolge lassen sich nicht unterscheiden.

Fir eine Permutation von n Elementen, bei denen jeweils k und
n—k Elemente nicht unterscheidbar sind gilt die Formel:

n!
k! (n—k)!

Damit ist die Definition der Binomialkoeffizienten gegeben.

Die Anzahl der Pfade mit k Erfolgen bei einem
n- stufigen Bernoulli- Versuch ist:

[ N\ wobein die Anzahl der Versuche und
k

k die Anzahl der Erfolge ist

Bei der Anzahl der Pfade spielt es keine Rolle, wieviele Elemente von jeder
Auspragung vorhanden sind. Ob es positive Elemente 10 und negative
Elemente 100, oder positive Elemente 45 und negative Elemente 5 gibt, hat
darauf keinen Einfluss. Es wird nur die Frage gestellt: Auf welche Weise
kann man k positive Elemente auf n verschiedenen Platzen unterbringen.
Die anderen Platze sind dann zwangslaufig mit negativen Elementen
besetzt.
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Binomial- Beim Eingangsbeispiel galt n = 4. Fiir diese Anzahl ergaben sich k n—k
verteilung folgende Erfolgsaussichten fir das Warfeln von ,,6%: rote blaue
Pfeile  Pfeile
o P BIE SR
7 6 4
/ S O G
6 -4l _
- B3
e
41
- 3 e 2 e
el : \@ 7777777777777777777777777777
— é a1
HRE SR
\ @,@
- @
e e
1Wurf 2Wirfe  3Wirfe 4 Wiirfe 0 14! 0 4
© Dipl.-Math. Ereignisse des Wurfes 4 4 Wiirfe
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Der Baum enthalt keine Wahrscheinlichkeiten, deshalb wirde der Baum
genau so aussehen, wenn es sich um einen Warfel mit 8 Zahlen, 12
Zahlen oder 4 Zahlen handelt,

oder um Billardkugel, die von 1 bis 11 durchnummeriert sind. Wichtig ist
nur, dass vor jedem versuch wieder alle Billardkugeln zurlickgelegt
werden.



http://www.treff-lernen.de/

Abitur in Mathematik: Stochastik

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Binor_nial- 5 Wahrscheinlichkeit eines Pfades mit k Erfolgen bei n Versuchen fiir k = 3 Erfolge:
verteilung Die Wahrscheinlichkeit entlang eines Pfades mit. z.B. 3 Erfolgen und 1
Misserfolg ist immer die gleiche. @
/
- — 1113
JEHEER Oy
: 6)6)6)6
[ 6, |6/ (6 L6 (6)
S L) (1151
sat | @ © © O 3, 43 66/ 6]l 6
>3] (2 e
6 6
1 1 S 1 1105111 1
6 ls |6l |6 PN <:>/'<:> FHBE
St | @ © © O - — (8)
) . . _— R
Bei jedem Pfad mit k Erfolgen tritt der Faktor der Erfolgswahrscheinlichkeit k -
mal auf und der Faktor der Mif3erfolgswahrscheinlichhkeit n — k mal. / G
Das mehrfache Auftreten einen Faktors wird durch die Potenz angegeben.
Die Wahrscheinlichkeit fir das k-malige Auftreten des positiven Ereignisses ist
entlang jedes Pfades die gleiche. Die Pfade unterscheiden sich nur in der - @ [ g] [ %} [ %} [ %
Reihenfolge der Faktoren, aber nicht in ihrer Anzahl. '@ — e
Die Wahrscheinlichkeit eines Pfades mit k @
Erfolgen eines n- stufigen Bernoulli- Versuch ist: / \ - @
p Wahrscheinlichkeit von Erfolg (6
k -k
p* +(1-p)" 6
k die Anzahl der Erfolge ist \ @ (e
7 T e
Bei der Wahrscheinlichkeit spielt nur eine Rolle, wie viele von jeder \
Auspragung vorhanden sind. Die Wahrscheinlichkeit andert sich mit der _— @
Gesamtzahl aller Elemente und mit dem Verhaltnis zwischen positiven und \
negativen Elementen.
Es spielt keine Rolle, wie oft gezogen werden soll, und wieviele positive . . .
Ereignisse erwartet werden. TWurf  2Warfe 3 Warfe 4 Warfe
© Dipl.-Math.
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Jeder Pfad fur 3 Erfolge enthalt 3 rote Pfeile und einen blauen Pfeil.
Die Pfade unterscheiden sich nur in der Stelle, an der der blaue Pfeil
auftritt. Jeder rote Pfeil steht fir die Wahrscheinlichkeit 1/6 und jeder
blaue Pfeil fir die Wahrscheinlichkeit 5/6. Hier andern sich in
Abhangigkeit der Wiirfelflachen die Wahrscheinlichkeiten.
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Binomial- 7z Wahrscheinlichkeit fiir genau k Erfolge bei n Versuchen 7 Eigenschaften der Binomialverteilung
verteilung Die Binomialverteilung besitzt auch ein eigenes Symbol. Fur ein
¥ Bei einem N stufigen Bernoulli Versuch Bernoulli-Experiment mit den Bezeichnungen (Ladnge n und p = P(A) )
schreibt man anstelle von P(X=k) oft auch einfach B(n;p;k) oder
¥ mit der Erfolgswahrscheinlichkeit P b(n;p;k). Diese Schreibweise hat den Vorteil, dass sofort klar ist, wie oft
das Experiment wiederholt wird und welche Wahrscheinlichkeit das
@ und der Misserfolgswahrscheinlichkeit 1- P, betrachtete Ereignis A hat. Eine Zufallsvariable, die durch die
Binomialverteilung
@ gilt fur die Wahrscheinlichkeit von K Erfolgen: . { (k, P(X=k) = B(n;p;k)) | k = 0,1,2,...n}
gegeben ist, nennt man B(n;p) -verteilt.
Wahrscheinlichkeitsfunktion Mit dieser Schreibweise ergibt sich die Rekursionsformel
n
- - k —k - -nh-k _p -
P(X=Kk)= [k] p* +(1-p)" Bipkt) =111 72, Bpk)
und die Symmetriegleichung
B(n;1-pin—k) = B(n;p;k)
% Wahrscheinlichkeit fiir hochstens k Erfolge bei n Versuchen ) o ) ) o
(Die Schreibweise ist mal wieder nicht einheitlich, so dass auch folgende
Um diesen Wert zu berechnen muss man alle Wahrscheinlichkeiten von 0 Form zu finden ist: B, ({k}). Auf jeden Fall hat die Funktion der Binomial-
Erfolgen bis k Erfolge aufaddieren. verteilung drei Parameter als Ubergabeliste: n; p und k)
P (X < k) = p(X:O) + P(X=1) + ...+ P(X=k) Diese Gleichung kann man sich auch anschaulich klar machen: Die
Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis A genau k-mal eintritt, ist natGrlich
Diese Werte sind schriftlich nur sehr aufwendig auszurechnen. Dazu gibt es genauso gi:ors W|e| dl_etV}itahrschelnllchkelt, dass das Gegenereignis A
Tafelwerke oder den GTR. Dabei ist zu beachten, dass fir P(X=k) und P(x<k) 9enau (n—k) —mal eintritt.
unterschiedliche Funktionen zur Verfligung stehen, wie beim GTR, oder die Es seien X und Y zwei (stochastisch) unabhangige Zufallsvariablen. X
Berechnung uber ein und dieselbe Funktion 1auft, bei der ein Parameter zu sei B(n,;p) — und Y sei B(n,;p) — verteilt. Dann ist auch die Summe der
Ubergeben ist, der angibt, ob nur eine Einzelposition oder die Summe bis zu beiden Zufallsvariablen wiederum binomialverteilt, und zwar B(n.+n. ; p)
dieser Position berechnet werden soll, wie bei Excel. _ verteilt 12
Mathematisch gesehen kommt man damit zur Verteilungsfunktion '
Verteilungsfunktion
© Dipl.-Math.
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k
|:n;p(k) =P(X= k) = XZ=0[:] p* *(1-p)">
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i ial- @ Funktionsbilder der Binomialverteilun
Eé?t‘;rl'l‘t'fr‘]'g J Fiirn =36 und p = 0,33
Bn,p(X =k)
0,20
Wahrscheinlichkeitsfunktion
B,, (X=K)=(i] p*(1p) T
n,p k _ ]
0,10 H H H A
01234567 8 91011121314151617 181920
Bn,p(X<k)
1,00 —
0,90 L H HH
Verteilungsfunktion o T
K (n 0,60 HHHHH
= < = X of4 -p)n—Xx 0,50 A HHHHHHHHF
Foolk) =B, (XS k) = T (1) pr<(1-p) 050 T
© Dipl.-Math. 0,30 LT T
Armin Richter 0,20 BERIRIRERIEEREEE]
0,10 - HHHHHHHHHE
Bo Treff® 0,00 -ol [r -
5 Lernen 01234567 8 91011121314151617 181920
e CHRISTINA STRAUCH
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77 Anwendung Einzelwahrscheinlichkeiten

& Beispiel

Die Binomialverteilung beschreibt den wahrscheinlichen Ausgang einer

Folge von gleichartigen Versuchen, die jeweils nur zwei mdgliche Ergebnisse

haben (also eine Bernoulli-Verteilung aufweisen). Wenn das gewtlinschte

Ergebnis E eines Versuches die Wahrscheinlichkeit p besitzt, und die Zahl

der Versuche n ist, dann gibt die Binomialverteilung an, mit welcher
Wabhrscheinlichkeit sich insgesamt x-mal das Ereignis E einstellt.

Eine Gluhbirnenfertigung lauft mit einem konstanten Ausschuf3anteil
von 5% (p = 0,05). Zur Qualitatsprifung werden 5 Leuchtkorper
(Stichprobenumfang n = 5) entnommen. Im Folgenden werden die
Wahrscheinlichkeiten P fiir das Vorfinden von genau 0, 1, 2, 3,4 und 5
defekte Gluhbirnen berechnet:

a) P(genau 0):

P(0/0,05, 5) =3 0,05° (0,95)%° = 0,77 =77,4%
b) P(genau 1):

P(110,05, 5)=(3] 0,05 (0.95)%" _ 504 =204 %

c) P(genau 2):
P(20,05, 5) =(3] 0,052 (0.95)% _ 021 =215

d) P(genau 3):
P(3/0,05, 5) =[g] 0,05°(0,95)* _ 0011 = 0,11%

e) P(genau 4):
P(4]0,05, 5) = [i] 0,05%(0,95)** _ 5971052297 10-3%

f) P(genau 5):
P(5/0,05, 5) = [g] 0,05°(0,95)*° =3,13107=3,1310-°%

Lautet die Fragestellung “Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit P
hdéchstens 2 defekte Leuchtkdrper in dem Stichprobenumfang n
vorzufinden?” muss Uber die Wahrscheinlichkeitssumme PSum
gegangen werden:
P(héchstens x) = P(0) + P(1) + P(2) + ... + P(x)
P(héchstens 2) = 0,774 + 0,204 + 0,021 = 0,999

Lautet sie hingegen “Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit P mindestens
2 defekte Leuchkoérper im Stichprobenumfang n vorzufinden?”, wird sie
wie folgt beantwortet:

P(mindestens x) = 1- P(hochstens x-1)

P(mindestens 2) = 1- (0,774 + 0,204) = 0,022
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Binomial- = Summierte Wahrscheinlichkeiten n = 20 p=0,3
verteilung 1. P(Xsk) = P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) + ... + P(X=k) 025
=F_ (k) P(X £9)
Die Wahrscheinlichkeit, dass weniger als k oder hochstens k (also weniger 0:20
als k+1) Erfolge auftreten wird durch die Verteilungsfunktion aufsummiert. 015
0000000000 010
0 k n 008 ‘ ‘
0’00 — | I H D ,,,,,,,,,
012345678 91011121314151617181920
2. P(X>k) = P(X=k+1) + P(X=k+2) + ... + P(X=n) o
=1 - [P(X=0) + P(X=1) + ... + P(X=Kk)] ’ P(X > 5)
=1-F_ (k) .
' 015

Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als k Erfolge auftreten, ist die
Gegenwahrscheinlichkeit, dass k oder weniger als k Erfolge auftreten.

0 k n 0,00 B o B e
01234567 8 91011121314151617181920
3. P(X2k) = P(X=k) + P(X=k+1) + ... + P(X=n) 0,25
=1 — [P(X=0) + P(X=1) + ... + P(X=k—1)] P(X25)
=1- P(Xsk-1) 0.20
=1- Fn;p (k-1) 0,15
© Di_pl.-l\_/lath. 0 k n
Armin Richter Die Wahrscheinlichkeit, dass k oder mehr Erfolge oder mindestens k 005 H N | I
0,00 - O e

EO Treff. Erfolge auftreten ist die Gegenwahrscheinlichkeit dazu, dass hochstens

[ ) -
Y -5 Ler’nen k-1 Erfolge auftreten. 0123456 7 8 91011121314151617181920
- CHRISTINA STRAUCH
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Binomial- 4. P(k,SX<k,) = P(Xsk,) — [P(X=0) + P(X=2) +...+ P(X=k-1) n =20 p=0,3
verteilung _ 0,25
= P(Xsk,) - P(Xsk, - 1)
_ <X<
B Fn;p (k) - Fn;p (k—1) 0,20 P(4s X <9)
Die Wahrscheinlichkeit, dass weniger oder gleich k,, aber mehr oder
gleich k, Erfolge auftreten, Iasst sich berechnen, indem man die erste 0,15
Wahrscheinlichkeit, dass weniger oder gleich k, Erfolge auftreten,
bestimmt und davon die Wahrscheinlichkeit, dass weniger als k, Erfolge 0.10
auftreten subtrahiert. 005 N
-0 0006000000 voo o] ‘ lo.
0 k1 k2 n 0123456 7 8 91011121314151617181920
0,25
P(4 < X £10)
5. P(k,<Xsk,) = P(Xsk,) — [P(X=0) + P(X=2) + ... + P(X=k,) 020
= P(Xsk,) — P(X<k,) 015
= Fn;p (kz) - Fn;p (k1)
Die Wahrscheinlichkeit ist wie unter 4 zu berechnen, jedoch ist diesmal 0.10
die Wahrscheinlichkeit far X=k, auszuschlieRen, deshalb ist k-1 durch
k, zu ersetzen. 0.05 N ‘
0000080000 o | oo
012345678 91011121314151617181920
0 k1 kz n 0,25
P(X=7)
6. P(X=K) = P(X=0) + P(X=2) + ... + P(X=k-1) + P(X=K) %20
- [P(X=0) + P(X=2) + ... + P(X=k-1)] 0.15
= P(X<k) — P(X<k—-1)
© Dipl.-Math. = Fn;p (k) - Fn;p (k=1) 0,10
Armin Richter
. 0,05
g3 Treff® OO0 o006 000C0 H ]
&:] Lernen 000 - © I T

0123456 7 8 91011121314151617181920
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Binomial- 37 Anwendung summierte Wahrscheinlichkeiten *glg Beispiel
verteilung Da die Binomialverteilung eine diskrete Verteilung ist, dh. es existieren nur fir A iner U it 3 weil d 7 sch Kugel den 10
ganzzahlige Werte von k Werte fur die Wahrscheinlichkeit P(X=k) kann man KUS eilner't Zrne_rg)l Kl wersen tun SC vl\éarzer;] u?el n wgr en
relativ leicht auch Summen von Wahrscheinlichkeiten berechnen. Wughe n hml' I'uLuk ? e.gen entnommen. Berechne lolgende
Dabei ist zu berticksichtigen, fir welchen Ausdruck das Gleichheitszeichen anrsc e|n_|c _e| en._ . _ . .
zugelassen ist. Steht die Frage: n=10; p=03(weill); q=0,7 (nichtwei)
# Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis mindestens Kk ist, 1. Genau 3 weill®e Kugeln werden gezogen:
dann lautete die Formel: P(X 2 k) und es sind alle Wahrscheinlichkeiten 10
bis k zu summieren. P(X=3)= 3 0,3%+0,77 =26,7%
# Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis hochstens k, dann
lautet die Formel: P(X < k) und es sind alle Wahrscheinlichkeiten von k ) . .
bis n zu addieren. 2. keine weil®e Kugel wird gezogen:
P(X = 0) = [100] 0,30+0,77 =283 %
Wichtige Einschrankungen
) i o o ) ) ) 3. H@ochstens 1 weiR®e Kugeln wird gezogen:
@ Es gibt keine Mdglichkeit mit Tabellen oder im GTR installierten
Funktionen die Wahrscheinlichkeit fiir ,kleiner eine Anzahl“ zu P(X = 1) =P(X=0) + P(X=1)
berechnen, es gibt immer nur die Mdglichkeit die Wahrscheinlichkeit fir 10
.Kleiner und gleich einer Anzahl“ zu bestimmen. Deshalb muss bei = [10] 0,30.0,71 +[1 ] 0,3'+0,7°=10,4 %
Fragestellungen nach ,kleiner® mit einem k-Wert der um 1 niedriger liegt 0
gerechnet werden. ) _
@ Es gibt keine Mdglichkeit mit Tabellen oder im GTR installierten 4. Ho@chstens 9 wei®Re Kugeln werden
Funktionen die Wahrscheinlichkeit fir ,groBer eine Anzahl” zu gezogen: 10 )
berechnen, es gibt immer nur die Méglichkeit die Wahrscheinlichkeit fiir P(X<9)=1-P(X=10) = 1- 0,37+0,7°=99,99 %
. . . p ) . 10
.Kleiner und gleich einer Anzahl zu bestimmen. Deshalb muss bei
Fragestellungen nach mindestens immer mit dem Gegenereignis
gearbeitet werden. Der Wert fiir k ist dann entsprechend festzulegen. 5. Mehr als 5 aber h6@chstens 7 wei® e Kugeln werden gezogen:
P(5 <X <7)=P(X=6) + P(X=7)
= [160} 0,36+0,7¢ + [170} 0,37+0,7°=4,58 %
© Dipl.-Math.

Armin Richter

Treff®@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH



http://www.treff-lernen.de/

Abitur in Mathematik: Stochastik

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Binomial- 7 Gegenwahrscheinlichkeiten
verteilung Zusammenhange des Ereignisses X und des Gegenereignisses Y bei der 9. P" (X2 k) : : : : : : : : : :
Binomialverteilung P 0 k n
Die Wahrscheinlichkeit, dass genau k Erfolge auftreten, l1asst sich berechnen, = ‘W
indem man die Wahrscheinlichkeit dass mindestens k Erfolge auftreten P" (Y S n—k)
bestimmt und dann die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens k—1 Erfolge '\’ = 0 n-k n
auftreten subtrahiert =
X = Ereignis -0 0-O-CLOOCO0
Y = Gegenereignis 1-P" (X< k-1) 0 k—1 n
n = Lange der Bernoulli-Kette (Anzahl der Versuche) P
p = WahrscheinlichkeitfirX () Y @
q = Wahrscheinlichkeit fir Y @) X () 0000000000
k = Anzahl der Treffer 10. Pnp(x > k)
0 k n
P~ (Y < n—k) 0000000000
7.P" (X=K) o0 00000000 A 0 n-k n
p =
- . X " e 000 -O0000
1- P (X< K)
0000000000 i 0 k n
P~ (Y = n-k)
0 n-k n
11.P" (kS X S m) 000606060000
0 k m n
8.P" (X< k) 060606000000 )
0 k n P".(n—-m =Y = n-k)
oy 0000000000 - - n_k! n
© Dipl.-Math. 4 0 n—k n
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P" (X S m) - P" (X< k—1)
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Binomial- %7 Benutzung von Binomialtabellen < :
; . , - _ _ Summierte Binomialverteilung (n=10; 20; 25) P(X<k)= U L1-p)™
verteilung Fir die Binomialverteilung existieren eine Menge von Tabellen, mit denen man ’ K<k &) (i-¢)
vor dem Zeitalter der Taschenrechner die einzelnen Werte berechnen musste. nlklp 00t [005| 01 | + | 02 |o25| 03| 2 | 04 | 05 |k|n
Dabei sind Tabellen Fir die Wahrscheinlichkeit P(X=k) und P(X<k) zu _
unterscheiden. Im zweiten Fall handelt es sich um die kumulierten 1 0.9957 | 0.9138 | 0.7351 | 0.4845 | 0.3758 e-2440—] 0.1433 | 0.1040 | 0.0464 | 00107 | &
Wahrscheinlichkeiten (= Verteilungsfunktion. Dabei treten jedoch zwei g ?gm 3%3 poiin g;g gg;;f poms oo g:ggé piom 3‘1’;‘; ;
Probleme auf: 102 09099 | 09984 | 0,0845 | 09672 600951 0,8497 | 0,7869 | 06331 | 03770 | 5 o
. . . : o000 |97 | oseer | 05065 g | ooeas [ ooesz [aazet| 3
(1) Was ist, wenn man P(X>k) ausrechnen muss? Diese Werte stehen in 7 1,0000 | 09999 | 0.0996 | 0,0984 | 09966 | 09877 | 09453 | 2
einer Tabellel ot Was 3 o o o Lo o o]
(2) Es sind nur Wahrscheinlichkeiten kleiner als 0,5 tabelliert. Was ist, wenn |
i 0 08179 | 03585 | 01216 | 0,0261 | 00115 | 0,0032 | 00008 | 00003 | 00000 | 00000 | 78
p>0,5 gilt? 1 09831 | 0,7358 | 0,3917 | 0,1304 | 0,0692 | 0,0243 | 0,0076 | 0,0033 | 0,0005 | 0,0000 | 18
2 0,99%0 | 09245 | 06769 | 0,3287 | 02061 | 00913 | 0,0355 | 00076 | 0,0036 | 00002 | 17
3 1,0000 | 09841 | 08670 | 05665 | 04114 | 02282 | 01071 | 00604 | D060 | 00013 | 16
4 09974 | 09568 | 07687 | 06296 | 04148 | 02375 | 0,1515 | 0,0510 | 0,0059 | 15
5 09997 | 0.9887 | 089682 | 08042 | 06172 | 04164 | 02972 | 01256 | 00207 | 14
(1) Beispiel zu (1):
Offensichtlich gilt: P (X >k ) + P( X < k) =1. Der Tabelle entnimmt man etwa: Pp=0 ,5(X=3)=0,776. Es gilt deshalb:
In Worten: X istimmer entweder gréRer als k oder kleiner/gleich k. Man kann | p(x > 3 )= 1 — 0,776 = 0,224. Mit dem ,>*, ,<* und ,<* muss etwas
also P( X > k) durch 1 — P( X < k) ausdrlicken (und ausrechnen, Gegenwahr- | ayfgepasst werden. Der Wert 3 in unserem Beispiel darf nicht ,doppelt*
scheinlichkeit!). o _ . vorkommen, sondern nur in einem Intervall.
Zu den Gegenwahrscheinlichkeiten beachte man die vorhergehenden Seiten. | |st etwa der Wert fiir P(X 2 3) gefragt, dann ist aus der Tabelle
P -025(X = 2) = 0,5256 abzulesen, da P(X23)=1- P(X<2). Daes
sich um eine diskrete Verteilung handelt, gibt es zwischen 2 und 3
keine weiteren Werte.
(2) .
Wir wollen einen Wert fir p = 0,75 ausrechnen. Aber fiir diese Trefferwahr- Beispiel zu (2):
scheinlichkeit gibt es keine Tabelle. Man betrachtet deshalb die ,nicht-Treffer* | Betrachten wir einen Versuch mit n=10. Wir wollen wissen, wie wahr-
— also die Ereignisse mit der Wahrscheinlichkeit p =1 - 0,75 =0,25. Bein scheinlich weniger/gleich 4 Treffer sind, wenn die Trefferwahrschein-
Versuchen k Treffer zu haben ist offensichtlich genauso wahrscheinlich, wie lichkeit p = 0,75 betragt.
n-k ,nicht-Treffer* zu haben! Wir kénnten also ebenso nach mehr oder gleich 6 ,nicht Treffern” fragen
Fur das Ereignis wird das Gegenereignis genommen und flr die entspre- (wegen 6 = 10—4). Deren Wahrscheinlichkeit ist natirlich
chende Wahrscheinlichkeit die Gegenwahrscheinlichkeit g = 1 — p. p=1-0,75=0,25.
© Dipl.-Math. Also: P, . (X<4)=P_ . (X286).
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(siehe dazu auf der Seite ,Gegenwahrscheinlichkeit* Nummer 8)

Fir den p = 0,25 Wert gibt es jedoch eine Tabelle. Jetzt muss nur noch
das ,=“in ein <" verwandelt werden.

(Xz26)=P (X<5)

Pp=0,25 p=0,25
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Binomial- @ Binomiale Baume
verteilun . . L I . .| Der Anteil der Linkshander betrage 14%. Wie grol} ist die Wahrschein-
g Wendet man bei solchen Badumen den Ublichen dreischrittigen Lésungsansatz: lichkeit, dass von 15 Personen mindestens 5 Linkshander sind?
(1) Genau_e Formglierung des interessierenden Ereignisses E, von dem die (1) E: mind. 5 von 15 Personen sind Linkshander
Wahrscheinlichkeit bestimmt werden soll.
(2) Zerlegung des interessierenden Ereignisses in Teilereignisse anhand eines _
Baumdiagramms. P=0,14 <:::>
(3) Bestimmung der Wahrscheinlichkeit der interessierenden Pfade — P(E).
P=0,14 @
stof3t man auf spezielle Mammutb&ume, bei denen jeder Knoten genau 2 —_—
Nachfolger mit jeweils gleichbleibender Astwahrscheinlichkeit hat (Bernoulli- P=0,86
Kette). Es missen nur wenige Stufen des Baumes skizziert werden, um zu
erkennen, dass hier das Modell der Binomialverteilung verwendet werden
kann. Auch die Zufallsvariable X und die bendtigten Parameter ergeben sich _
anhand der Baumskizze. Damit ist geklart, dass P(E) mit Bin, ., (X < 5) P=0,14 @
bestimmt werden kann. P =0,86 ////////)
1+0,86 5 + 15+0,140,86 " +1050,14 20,86 * + 455+0,14 %0,86 ' + 1365 * @
0,144+0,86 " S
. o _ . P =0,86
(2ur Bestimmung der Koeffizienten siehe rechte Seite) Fir mindestens 5 Linkshander ist das Gegenereignis weniger als 5
= 0,1041 + 0,2542 + 0,2897 + 0, 2044 + 0,0993 Linkshander
=0,9521
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit war die Gegenwahrscheinlichkeit: Wahrscheinlichkeit Anzahl
1-0,9521=0,04785=4,78 % 0 Linkshander 15 Rechtshander
* * * 15[
Naturlich ist an dem Beispiel sofort die Binomialverteilung zu erkennen. 0’82 0.86 (')'369;86 01151 = 1
Allerdings ist zu beachten, dass die Lésung des Problems ausschlief3lich aus ’ o
der Theorie des Baumdiagramms entstanden ist: 1 Linkshander 14 Rechtshander 15]
0,14 * 0,86 0,86 *... *0,86 11141 15
Die Wahrscheinlichkeiten entstehen als Produkt aus der Anzahl der =0,14*0,86 " :
jeweiligen Falle. Jeder auftretende Linkshander hat eine Wahrscheinlichkeit
von 0,14 und jeder auftretende Rechtshander eine Wahrscheinlichkeit von 2 Linkshander 13 Rechtshander 15— 405
0,86. 0,14 *0,14* 0,86 *... *0,86 21131
=0,142*0,86"
Die Anzahl entsteht durch Permutation von 15 Personen (=15!), wobei je : = =
© Dipl.-Math nach Anzahl der Linkshander 1,2,3,4 Elemente ununterscheidbar sind, 3 ngizapgir‘l *102 58551?;?”(1?6 86 A5t _ 455
pl.-Math. | " . , , , , ... 70, 312!
Armin Richter also /LH! und der Anzahl der Rechtshander, die ebenfalls =014 0.86 2
ununterscheidbar sind /RH!. ’ ’
Tl'eff. 4 Linkshander 11 Rechtshander 151
Lernen 0,14 *...*0,14 * 0,86 *...* 0,86 21111 1365

=0,144*0,86"
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Binomial- @ Anwendung summierter Wahrscheinlichkeiten
verteilung 7z Berechnung der Linge einer Bernoullikette
Auch bei Umkehraufgaben kann an dem baumorientierten 3-Schritt
festgehalten werden. Wenige Stufen des Baumes erbringen den Nachweis,
dass dieses Problem im Modell der Binomialverteilung gelést werden kann Die Aufgabenstellung mindestens fiihrt immer zur
und liefern Zufallsvariable und Parameter. Gegenwahrscheinlichkeit, da es keine Funktion fir
P( Xz k)
Fir jedes n 1&Rt sich eine Verteilungsfunktion F_ (k) aufstellen, die folgendes und diese Berechnung auf
Aussehen haben: 1-P(Xsk-1)
zuriickgefuhrt werden muss.
firn=2 21 ogz+ 12| pigt +12 | p2qe
[OJ P 1} Pa [2 P Von dieser Funktion scheinbar nicht abgedeckt wird die Fragestellung:
Es ist die Wahrscheinlichkeit gesucht, dass bei n Versuchen
3 mindestens
firn=3 [8} p°q? + ﬂ p'q? + [g} pq’ +[3} p3q° k Erfolge auftreten.
P(X2 k)
flirn=4 [ﬂ p°g* +[ﬂ p'g® + [‘21} p3%g? + g} p3q' + [j} p*q° fir die Werte n = 5 und k = 3 ergeben sich aus der linken
0 Zusammenstellung:
fUI' n= 5 [g} p0q5 + [?} p1q4 +[g} p2q3 +[g} p3q2 + [2 p4q1 + g} p5q0 [SJ p0q5 + ?} p1q4 +[g} p2q3 H g} p3q2 + Z} p4q1 + [g quO
Aulerdem ist zu bertcksichtigen, dass die Verteilungsfunktion F die
Wahrscheinlichkeiten von 0 bis k aufsummiert. Zu dieser Fragestellung ist das Gegenereignis:
F (k)=P(X< k) Es ist die Wahrscheinlichkeit gesucht, dass bei 5 Versuchen
np héchstens
Die Aufgabenstellung héchstens fiihrt immer zur 2 Erfolge auftreten.
Verteilungsfunktion F:
F(k)g: P( X< k) Damit kann die gesuchte Wahrscheinlichkeit Gber das
Gegenereignis und der gleichen Funktion F bestimmt werden.
- ; - - ; P(X2 k)=1-P(X< k-1)
045 + 14+J23+[ 32,.}41.,_5 5040 =1- F (k-1
© Dipl.-Math. [OJpq 1| Pat+ o PPAH g PP E 4 phal | PR no(K=1)
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Damit wird von dieser Funktion die Fragestellung abgedeckt:
Es ist die Wahrscheinlichkeit gesucht, dass bei n Versuchen
hochstens
k Erfolge auftreten.

(siehe dazu auch“Binomialverteilung Eigenschaften”)
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Musterbeispiele

Thema
Binomial- @ Umkehrprobleme Binomialer Baume
verteilung 7z Gegeben p und P; Gesucht ist n
Berechnung der Gesamtanzahl s Beispiel
7 Beispiel . - . .
Ab welchem n liegt mit mindestens 90%-iger Wahrscheinlichkeit
Eine haufige Fragestellung lautet: wenigstens zwei Treffer vor, gegeben p = 0,37
Ab welchem n liegt mit mindestens 90%-iger Wahrscheinlichkeit
wenigstens ein Treffer vor, gegeben p = 0,37 1 _[8} 00 (1-p)" — [? o (1-p)™ =1 1- 0,30+ 0,700 — 00,3 - 0,702
Losung: =1-0,7"-n0,30,7"- 0,77
(Fiir die Wahrscheinlichkeit ,mindestens 1“ ist die Gegenwahrscheinlichkeit _ \ A2
,,kein“.) - 1_ 0,7 (1 + n 0,3 0,7 )
- - Damit ist das normale schriftliche Rechnen vorbei. Diese Gleichung
> = - = >
PX21)=1-P(X=0)209 I&sst sich per Hand nicht aufldsen. Hier muss mit der Verteilungs-
N funktion gearbeitet werden.
F_(k) = [nJ On+nJ 1gn-1 + +[n}n-11+ J ney0
° o] P9 ™ 1) PA n-1)P7 4 [P P(X22) = 1-P_(X<1) = 09
Damit flihrt die Fragestellung nach P(X = 0) zum ersten Element der Summe P(Xs1) = Fros (1) s 0,1
1_ {8} p° (1-p)" = 1-1-0,3° - 0,70 Verteilungsfunktion der Binomialverteilung
Da der Wert des Binomialkoeffizienten = 1 (alle Binomialkoeffizienten ; Fn;p (k) = F(n;p;k)
» --. uber 0“ fuhren zu einem Wert =1) und die Potenz von p dazu fihrt, | freeeiieeesssesssssssssssessssssees
dass p° =1 ebenfalls nicht geschrieben werden braucht, fiihrt der F. o5 (1) =F(n;0,3;1)
Ausdruck zu einer Potenz der Gegenwahrscheinlichkeit. v
©1-07"209 (Wenn die Wahrscheinlichkeit fiir =22 90 % betragen soll, ist die
B e - Wahrscheinlichkeit fiir < 1 10%. Es ist deshalb das Gegenereignis zu
= 6,5 mindest =7 o ) . :
-n mindestens n wéhlen, weil die Funktion F die Werte X < k angibt.)
Diese Gleichung laft sich noch lber den Logarithmus nach n auflosen. Da Jetzt ist fiir verschiedene n die Wahrscheinlichkeitsfunktion F fiir den
beim Auflésen der Gleichung durch einen Logarithmus dividiert werden muss, | \wert k=1 und p = 0,3 aufzulisten und zu priifen, fiir welches n der
der kleiner als 0 ist (alle Logarithmen zwischen 0 und 1 sind negativ) dreht Funktionswert kleiner als 0.1 ist ’
ich das Ungleichheitszeichen bei der Divisi . '
sich das Ungielchneriszeichen bet der Livision Um (Hier kann nicht mehr direkt gerechnet werden. Die Lésung ist nur
. noch (iber zielgerichtetes Probieren méglich, das in einer Liste
© Dipl.-Math. dargestellt wird.
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n=10 F(10;0,3;1) = 0,1493
n=11  F(11;0,3;1) = 0,1130
n=12 F(12;0,3;1) = 0,0850
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Binomial- 7 Hinweis zu den folgenden beiden Seiten 'gl:]' Beispiel
verteilung _ _ ) _ .
Auf den folgenden Seiten ist das nebenstehende Beispiel sehr ausfiihrlich Wie oft muss man einen gerechten Wirfel mind. werfen, um mit
graphisch und rechnerisch durchgerechnet. Auf der nachsten Seite werden einer Wahrscheinlichkeit von mind. 95% mind. 3-mal eine ,6“ zu
die Wahrscheinlichkeiten fir den ersten und zweiten Wurf ermittelt, auf der erhalten?
darauf folgenden Seite die Wahrscheinlichkeiten fir die Wirfe 3 und 4. Zu
allen Werten ist erkennbar, wie sie entstehen. Es wird empfohlen die Werte (1) E: Man erhalt mindestens 3-mal eine ,6*
alle mit dem GTR nachzurechnen, um den Lésungsweg zu verstehen.
P(X=2)20,95
- . . n ne 1 BO
Die Einzelwahrscheinlichkeiten {k} p* (1-p)"™ [H % g Bin, 56X 22) 20,95
entsprechen der Funktion B(n:p:K) . . Es ist die summierte Binomialfunktion (Verteilungsfunktion)
B(1;0,666; 1) zu verwenden
6 BiN, 0 (X22)=1—-F, ;- (1)20,95
. . o . Die summierte Binomialfunktion arbeitet aber mit X < ¢
Die summierte Wahrscheinlichkeit
P(X=2)=1-F(1) F(2;0,666; 1) 1—F g4 (X$1)20,95
entsteht durch aufsummieren der einzelnen B =0.9722 4
Funktionswerte vom unteren Rand der Seite, =Y Fomer (X$1)=0,05 _ _ _ o
da dort die Position fiir k=0 liegen. . . Gesucht ist also der Wert n, ab dem die Verteilungsfunktion F fir die
B(2;0,666; 1) Werte p = 1/6 und und k = 2 einen Funktionswert kleiner als 0,05 liefert.
Am unteren Rand sind die Wahrscheinlich- =0,2777 Die Rechnung fiir die ersten vier Wiirfe zeigt, dass der Wert der
keiten flr ,in keinem Wurf eine 6“ Damit gibt . . Funktion F(n; 1/6 ; 1) stetig abnimmt:
es keine gunstiges Ereignis, also k=0 B(2;0,666; 0) S
_ F(2;1/6 ;1)=0,9722
=0,6944 F(3; 1/6 ; 1) = 0,9259
F(4; 1/6 ;1) =0,8680
Damit ist die Berechnung fortzusetzen, bis auf der rechten Seite ein
Wert kleiner als 0,05 steht. Da eine explizite Aufldésung nach n nicht
mdglich ist, hilft nur, in der Funktion F den Wert flr n weiter zu
erhdhen und zu kontrollieren, ab wann der Funktionswert kleiner als
0,05 betragt.
Dieser Wert wird fur n = 27 erreicht. Die Berechnung sollte mit dem
© Dipl.-Math. GTR unbedingt gemacht werden, um die Systematik zu erkennen.
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Binomial- = Erster und zweiter Wurf
verteilung Pz B(1;0,166; k): B(2;0,166; k)
- |
: P=1 @ @ |
i e (e SEE
( : ) 8 “126 6
t:) =1 \ P= 1/ : |
/ P3% (6 | B(2;0,166; 2)
K m: ‘[1J11 50 | ,’7’
P=" (6 P=t (e | % ° | =0,0277
: PrY, (6 1
P=% " (80 |
| P =2 B(1;0,166; 1)
I S p=1 _ | F(2;0,166; 1)
| pLit s @)  =o1666 | _ \
i 6 =0,9722
P=5 G l
: 6 | (2 11 5°
: P, | 1)6 6
|
| PE 8 . ! B(2;0,166; 1) |
| @ P =% | _
_ P="1 | =0,2777
P V b _>~ = — |
pP=5 - e .
° - P=5-(6) | (110 5 |
: P=1/ @ 06 6 |
Pty PR @80 !
' P =" B(1;0,166; 0). [g}% g
: P=1 ~
| p}@/@ =083 I oo |
| 6 \ X ( ,0, 66, 0) i
| P =2, ' =0,6944
1 Wurf ! 2 Wiirfe 3 Warfe 4 Wiirfe I
. . . . - L 1 Wurf I 2 Wirfe
© Dipl.-Math. Der Anfang eines jeden solchen Pfeiles liegt bei einem Ereignis des 2.
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Wurfes.

Das Ende des Pfeiles bei den Wahrscheinlichkeiten, die zu diesem Pfad

gehoren.

Die Anzahl der Pfeile ist die Anzahl der Ereignisse mit gleichen Wahrschein-
lichkeiten, diese Anzahl wird durch den jeweils davor stehenden

Binomialkoeffizienten bestimmt.
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. . -,-ﬂ- . .
Binomial- 3¢ Dritter und vierter Wurf . .
) ) B(4;0,666; k
verteilung B(3;0,166; k) ( )
> |3]1°%5° 4,14 5°
| (3} 6 6 [4} 6 6 B(4;0,166; 4)
| <D, =0,0007716
VG/ B(3;0,1686; 3) ’
: 1 = 0.004629
R 4/1° 5" B(4;0,166; 3)
P= 1/6 @ | [3J 6 6 [ ’
\ = 0,015432
a _ 3} 12 51
P= “l2l6 6
|
: B(3;0,166; 2)
| _
: = 0,0694 [‘21'} %2 %2 B(4;0,166; 2)
i F(3;0,166; 1) =0,115740
| ‘6 i f 3} 1 =§20 9239 F(4;0,166; 1)
P, Ve e = 0,868055
A
P =%, B(3;0,166; 1)| [ﬂ 15 B(4;0,166; 1)
‘o- - D) &
| =0,3472 = 0,385802
P =9,
|
:
l St
0 6 6 4 10 54
| 179 . . XL
| - 385 B(40,166;0)
1 Wurf! 2 Wirfe B(3;0,166; 0) | =0,482253 "
© Dipl.-Math. . : = 0,578703
Armin Richter Ereignisse des Wurfes 3 3 Wiirfe 4 Wurfe
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Ereignisse des Wurfes 4

Die Bedeutung der Pfeile auf der vorhergehenden Seite
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Binomial- Die Werte von F fiir n = 26 und einigen Prozentsatzen, der hier
verteilung interessierende Prozentsatz ist 1/6 = 0,1666

P
n k 0,1667 0,1767 0,1867 0,1967 0,1000
26 0 0,0087 0,0064 0,0046 0,0034 | 0,0646
1 0,0542 0,0420 0,0324 0,0248 | 0,2513
Die Werte von F flr n = 27 und einigen Prozentsatzen, der hier
interessierende Prozentsatz ist 1/6 = 0,1666
P
n k 0,1667 0,1767 0,1867 0,1967 0,1000
27| 0 0,0073 0,0053 0,0038 0,0027 0,0581
1 0,0466 0,0357 0,0272 0,0206 0,2326
© Dipl.-Math.
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Binomial- @ Umkehrprobleme Binomialer Baume
verteilung 7% Gegeben n und p; Gesucht P

Berechnung der Wahrscheinlichkeit

s Beispiel
Ein Tierarzt behandelt 10 kranke Tiere mit einem Medikament, das nach

Angaben des Herstellers in 80 % aller Anwendungen zur Heilung fuhrt. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit werden mindestens 9 von 10 Tieren geheilt?

Loésung:

Ereignis X: Tier wird geheilt
gegeben: n=10; p=0,8
gesucht: P

P10, (X2 9) = P(X=9) + P(X=10) = [190] 0,8°0,2° +£18}0,81° 0,20 =0,3758

Loésung uber die Verteilungsfunktion F :

Fro.0s (X29)=1—F, . (X<8) 1-0,6242=0, 3758

© Dipl.-Math.
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Binomial- @ Umkehrprobleme Binomialer Baume
verteilung 7z Gegeben n und P; Gesucht p

Berechnung der Trefferwahrscheinlichkeit

7 Beispiel

Ein Gerat besteht aus 5 Bauteilen, die unabhangig voneinander mit der
gleichen Funktionswahrscheinlichkeit arbeiten. Fallt ein Bauteil aus, so arbeitet
das Gerat nicht mehr. Welche Funktionswahrscheinlichkeit miissen die
Bauteile haben, wenn das Gerat mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als

95 % funktionieren soll?

Loésung:
Ereignis X: Bauteil funktioniert
gegeben: n=5 P>0,95
gesucht: p

5
P(X = 5) :[5}& q° > 0,95

1ep® >095 |5
p > 50,95 =~ 98,98%

© Dipl.-Math.
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Binomial- @ Umkehrprobleme Binomialer Baume
verteilung 7z Gegeben n und p (P aus Funktion bestimmen); Gesucht k
Berechnung der wahrscheinlichsten
Treffer- oder Versuchsanzahl
5= Beispiel 7 Beispiel
Ein GroRhandler versorgt 10 Geschéfte, von denen jedes Bestellungen mit Nach einem Maschinenschaden sind erfahrungsgemaR 70 % der Teile
einer Wahrscheinlichkeit von p = 0,4 aufgibt. Ausschuss. Es werden 50 Teile beliebig entnommen. Mit wie vielen
a) Wie viel Bestellungen laufen mit groRter Wahrscheinlichkeit ein? Teilen muss man mindestens rechnen, wenn man ein Risiko von
Welche Anzahl an Bestellungen ist am wahrscheinlichsten? héchstens 10 % eingehen méchte?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht die Zahl der Bestellungen um Lésung:
hdéchstens 1 vom wahrscheinlichsten Wert ab?
Loésung: Ereignis X: Anzahl der schlechten Teile
o gegeben: n=50; p=0,7 P(X2k)<0,10
Ereignis X: Anzahl der Bestellungen
ben: - 10: - 04 gesucht: k
gegeben: n=10; p=4, Psoo] (X2 k) < 0,10
gesucht: Kk 1-P% _(X<k-1) < 0,10
a) Bestimme aus der Funktion P, den Wert k, der die grofite (Alle Wahrscheinlichkeiten mit P(X = k) miissen umgewandelt werden in
Wahrscheinlichkeit liefert: k=4, da P™ (X=4) = 0,25 eine Wahrscheinlichkeit P(X< k —1), da nur Funktionen existieren, die
b)P™0 (3<X<5)=P(X<5)—P(X<2) =66,6% von 0 bis k aufsummieren. Damit kommt die Gegenwahrscheinlichkeit
VP Tou )= )= ) ° zum tragen. Es muss deshalb auch auf k — 1 zurtickgegriffen werden,
(Da die Summenfunktion immer das Gleichheitszeichen mit einschlief3t, braucht| da es keine Funktionen fiir P(X< k ) gibt. Da es sich hier um diskrete
bei 5 nicht gedndert werden, aber bei P(X < 3) wére die 3 mit ausgeschlossen, | Werte handelt, ist der néchst kleinere mégliche Wert k-1)
, - g < .
was nicht sein soll, deshalb muss man die untere Grenze P(X < 2) wéhlen.) P (X<k-1) = 0,90 0
Aus Tafeln oder einer k 0.3 0.7 0.96 0.98
Funktionstabelle ist der ’ ’ ’ ’
Wert von k abzulesen. 50 35 1,0000 0,5532 0,0000 0,0000
Die Losung kann alsonur 36 4 5509 0,6721 0,0000 0,0000
Uber Listen erfolgen und
nicht direkt ausgerechnet 37 1,0000 0,7771 0,0000 0,0000
Diol.-Math. werden. Aus der
(;)rmli% Ricahter nebenstehenden Tabelle 38 1,0000 0,8610 0,0000 0,0000
_ T ist zu entnehmen, dass bei 39  1,0000 0,9211 0,0000 0,0000
reff. p=0,7 fir k = 39 die
Lernen vorgegebene Wahrschein- 40 1,0000 0,9598 0,0000 0,0000
lichkeit erfllt ist. 41 1,0000 0,9817 0,0001 0,0000
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@ Warteaufgaben

3 Wahrscheinlichkeit, dass dem 1. Treffer k Nieten vorausgehen

P (X=k X=1)=q*p"=(1-p)p’

k — Mal tritt das Ereignis X mit der Wahrscheinlichkeit q ein, erst
dann 1 mal das Ereignis X.

%z Wahrscheinlichkeit, dass dem 2. Treffer k Nieten und ein Treffer
vorausgehen

Pr (X PX=k-1,X=1),X=1) {kﬂqk‘ﬂp“ p =k (1-p) p?

Es gibt genau k Moglichkeiten, dass bis zu einer Versuchsanzahl von k
Ereignissen genau einmal das Ereignis X eintrat und k — 1 mal das
Ereignis X . Im k + 1 Versuch tritt dann das Ereignis X wieder mit einer
Wahrscheinlichkeit von p ein.

% Wahrscheinlichkeit, dass der 1. Treffer beim k-ten Wurf oder
spater erscheint

P» (X=k-1,X=0)=g" p°=(1-p)~

Es ist mindestens k—1 — Mal das Ereignis X eingetreten, was danach
kommt ist unbekannt. deshalb ist k—1 mal die Wahrscheinlichkeit q
eingetreten.
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Binomial- 3¢ Wahrscheinlichkeit, dass beim m-ten Treffer k Versuche mit
verteilung m—1 Treffer und k—(m-1) Fehlversuche vorausgegangen sind.

- k
Pnp (X = k—m+1 , X = m) = [m_1}q k-m+1 pm = (1_p)k-1

Binomialkoeffizient eigentlich:
k k! _ k! _ [k
[k-m+1} = (k-m+ D) (k=(k-m+IN! | 7 | (k-m+1)! (m-1)! | —1

3 Wahrscheinlichkeit, dass der m-ten Treffer beim k-ten Versuch
oder spater eintritt

e L T R

Auch, wenn schon mehrmals als m-1 Mal das Ereignis X eingetreten sein

kénnte, da k—1 gréRer als m—1 ist, sollen ja nur die Falle betrachtet

werden, bei denen beim k-ten Versuch das m-te positive Ereignis eintritt,

also alle anderen ignoriert. Deshalb kann nur bis m-1 summiert werden.
m-—1

> e

r=0

Die obere Grenze von r = m — 1 liefert beim Exponenten von q
k—(m-1)—-1=k-m+1-1=k-m

was in der Summendarstellung genau dem letzten Exponenten von q
entspricht

© Dipl.-Math.
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Binomial- ¢ Erwartungswert der Binomialverteilung
verteilung Hat eine Zufallsvariable X die Werte x,; x,; X,; ..x, dann heilt
E(X) = x,* P(X=x,) + X,» P(X=X,) + x,* P(X=x,) + ..... +X ¢ P(X=x)
Erwartungswert von X.
Wir betrachten eine Bernoulli-Kette der Lange n = 3 und bestimmen den
Erwartungswert der Zufallsvariablen X(w), die die Anzahl der Treffer (Einsen)
angibt, z.B. X(1, 0, 1) = 2, dann erhalten wir fiir alle méglichen Ereignisse
folgende Angaben.
Treffer
w1=(0,0,0) 0
w2=(0,0,1) 1 k ‘ 01 ‘ 2‘3
w3=(0,1,0
w4 = E1 0, 0; P(X=k) 9® '3pq® ' 3pq p’
w5=(0,1,1) 2
w6=(1,0,1)
w7=(1,1,0)
w8=(1,1,1) 3
Damit liefert die Formel fiir den Erwartungswert:
E(X)=0+q’+1+3pg®+2+3p’q+3-p’
Da der erste Summand wegen des Koeffizienten 0 wegfallt haben alle
Summanden den Faktor p:
E(X)= 3p (q* +2pq + p*)
= 3p(q+p)y Dabeigilt: q+p =1
=3p Die Zahl 3 entspricht dem n.
Damit liegt die Vermutung nahe, die sich auch allgemein bestatigen laRt:
© Dipl.-Math.
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E(XX)=ne-p



http://www.treff-lernen.de/

Abitur in Mathematik: Stochastik

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Binomial- % Varianz der Binomialverteilung
verteilung Der Erwartungswert p gibt an, wo das "Zentrum* der Verteilung ist, er sagt
nichts dartiber aus, wie die Verteilung um ihr Zentrum gruppiert ist. Wir bendti-
gen fir statistische Anwendungen ein Maf3 fir die Streuung einer Zufallsvari-
ablen um ihren Erwartungswert.
Um eine mittlere Abweichung zu definieren, missen wir wie beim Erwartungs-
wert die Haufigkeit beachten, mit der die Abweichungen k, — u auftreten.
Zudem sind wir nicht am Vorzeichen der Abweichungen interessiert, daher
nehmen wir die Quadrate (ki —u)*. Moglich waren auch die Betrage | k —p |
gewesen, jedoch ist das Rechnen mit ihnen recht unhandlich.
Die Formel fir die Varianz
n —
02= > h=e(x,—x)?
i=1
wobei h, die relativen Haufigkeiten sind, liefert fir das beim Erwartungswert
betrachtete Beispiel:
w1=(0,0,0) (0-3p)?
w2=(0,0,1) k 0| 1 2 13
w3=(0,1,0 1 - 3p)?
w4 = 21 0. o; ( P) P(X=k) q* 3pg® ' 3p*q p°
w5=(0,1,1)
w6=(1.0.1) (2-3p)
w7=(1,1,0)
ws=(1,1,1) (3—3p)
V(X) =g’ + (0-3p)* + 3pg*+ (1 - 3p)* + 3p’q * (2—3p)*+ p* * (3 — 3p)°
=q°+9p®+ 3pg? « (1 - 3p +9p?) + 3¢°p * (4 — 6p + 9p?) + p° + (9 — 18p + 9p?)
fuhrt nach langerem Umrechnen zu
= 3 peq
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Damit liegt die Vermutung nahe, die sich auch allgemein bestatigen Iaft:

V(X)=n<p-q
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# Hypothesentest

Grundsatzlich unterscheidet man beim Hypothesentest, ob es sich um die
Bestatigung oder Verwerfung einer Hypothese handelt, oder ob man zwei
Hypothesen gegeniiberstellt, um diejenige zu finden, die wahrscheinlicher ist.

5l Einfacher Hypothesentest

Gibt es nur eine Hypothese unterscheidet man zwischen einem linksseitigen
und einem rechtsseitigen Hypothesentest. Es kommt darauf an, Kriterien zu
finden, nach denen die Hypothese

* abzulehnen ist oder

* nicht abgelehnt werden kann.
Grundsatzlich wird eine Hypothese nicht angenommen. Dass eine
Hypothese nicht abgelehnt wird, heildt nicht automatisch, dass sie richtig ist,
sondern nur, dass sie mit dieser Untersuchung nicht widerlegt werden kann.
Andere Tests, die z.B noch nicht bekannt sind, kénnten die Hypothese
widerlegen.

Bei einem linksseitigen Test wird die Hypothese aufgestellt:
Liegt die Anzahl der Ereignisse unter einer festgelegten Schranke,
dann ist die Hypothese abzulehnen. Alle Werte, die gréer sind,
widersprechen der Hypothese nicht.

Bei einem rechtsseitigen Test wird die Hypothese aufgestellt:
Liegt die Anzahl der Ereignisse liber einer festgelegten Schranke,
dann ist die Hypothese abzulehnen. Alle Werte, die kleiner sind,
widersprechen der Hypothese nicht.

Bei einem zweiseitigen Test lautet die Hypothese:
Liegt die Anzahl der Ereignisse unter einer Schranke oder iiber einer
Schranke, dann ist die Hypothese abzulehnen.
(Zumindest fiir das Abitur nicht relevant)

Die Anzahl der durchgefiihrten Proben bezeichnet man mit n, die Anzahl der
positiv gefundenen Ereignisse mit k (entsprechend der Bedeutung in der
Binomialverteilung).

Das Problem bei der Durchflihrung der Tests:
Auch Ereignisanzahlen, die tiber/unter der vorgegeben Schranke liegen sind

durchaus mdglich, aber wenn sie eintreten geht man immer davon aus, dass
die Hypothese falsch ist, obwohl sie in wenigen Fallen auch richtig sein kann.

Eine Hypothese wird abgelehnt, obwohl sie richtig ist.
In diesen Fallen spricht man von einem a — Fehler

Linksseitiger Hypothesentest
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Die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler ist genau die Summe der Wahrschein-
lichkeiten, mit denen das Ereignis eintreten kann, bei dem die Anzahl k gréRer
ist als die vorgegebene Grenze.

.Der Test verlief so unglinstig, dass er suggeriert, die Hypothese sei falsch,
obwohl sie richtig ist.“ Dieser Fehler ist nicht zu erkennen, man muss mit ihm
leben !

Fur das Festlegen der Schranken fir die Ablehnung/Annahme der Hypothese
gibt es grundsatzlich zwei Mdglichkeiten:

1. Ist die Anzahl k groRer/kleiner als ein festgelegter Wert k , dann ist die
Hypothese abzulehnen. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten, mit denen
trotzdem groRere/kleinere Werte auftreten ist das Signifikanzniveau fur den

a — Fehler
2. Das Signifikanzniveau fir den a — Fehler (Irrtumswahrscheinlichkeit) soll auf
einen bestimmten Wert begrenzt werden. Ab/bis zu welcher Anzahl k  ist die

Hypothese abzulehnen oder nicht abzulehnen.
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Fz Alternativer Hypothesentest
1
Hypothesentest 0.30 Dichtefunktion fiir pO und p1
Bei einem solchen Test wird die Aussage einer sogenannten Nullhypothese H, ’
gegen eine alternative Hypothese H, getestet. Ein solcher Test flihrt immer 0,25
dazu, dass es fir die eine Hypothese ein linksseitiger Hypothesentest ist und <
fur die andere Hypothese ein rechtsseitiger Hypothesentest ist. B,
v
e
Ein Hypothesentest flr die Nullhypothese H, gegen die Alternative H, basie- H,
rend auf den Beobachtungswerten x,, x,, ..., X besteht nun aus der Angabe I
eines kritischen Bereichs K (Verwerfungsbereich) zusammen mit der 8
Entscheidungsregel: %
* Verwerfe die Nullhypothese, falls die Beobachtungswerte im kritischen
Bereich liegen. 0,00 ‘
* Belasse die Nullhypothese, falls nicht. 012345678 91011121314151617181920
Ein statistischer Nachweis/Beweis gelingt bloR dann, wenn die Nullhypothese m DichtekpOVerBichte p1
verworfen wird. Belassen der Nullhypothese bedeutet dagegen nicht, dal3 H,
damit statistisch bewiesen ist! Und an dieser Stelle kommt genau der a — Fehler zum Tragen:
Am besten Iasst sich dje Problematik an einem Bild veranschaulichen. Legt man die Grenze fir k, zur Bestatigung oder Verwerfung von H,
(s. nebenstehendes Diagramm) auf den Wert k= 6, dann gehdren die Werte k > 6 zum a — Fehler.
Man lehnt H, ab, obwohl es noch richtig sein kdnnte und entscheidet
Die Nullhypothese entspricht den blauen Balken im Diagramm, die Alternativ- ich fiir H (I)-| hat dort bereits ei h"ﬁ Wahrscheinlichkeit als H
hypothese den roten Balken. In beiden Féllen handelt es sich um die sieh furH, . H, hat dort beretts (-?m.e ohere Yvanhrscheiniichkelt ais H,
Dichtefunktion, dh. die Angabe der Wahrscheinlichkeit fiir jeweils einen Wert k trotzdem kann auch H, noch existieren.
(P(X=k) ). . : TP
Die Nuilhypothese gilt fiir k=0 bis k = 9 (oder10). Die Alternativhypothese von Die Hypothese H, wird abgelehnt, obwohl sie richtig ist.
k=3 bist k = 17. In diesen Fallen spricht man von einem a — Fehler oder Fehler 1. Art
Was bedeutet das fur den Test: Was ist andererseits mit k = 5.
Werte von k > 10 werden wohl nicht auftreten, denn dann wére die Summe der B.EI k;?hglauscr?]an’:(.:hl.lleB?trel.Chljoa TO:tl)J bim.dfn’ W:II dtolitflg
Wahrscheinlichkeiten bereits so nahe bei 1, dass man sie als sicher ansehen eine ho ere" ‘T" rsc e|.n ichieit wie R at. AberH, .'S auch mitk=
kann. Bei Werten k < 3 ist die Sache auch soweit klar, dass in diesem Bereich und k =4 maglich. In diesem Fall spricht man von einem § — Fehler,
H, kaum auftreten kann. Was ist aber mit k = 6 oder k = 7. Ist diese Anzahl H, man nimmt H; an, obwohl H, richtig ware.
oder H, zuzuordnen. Die Hypothese H, wird angenommen, obwohl sie falsch ist.
© Dipl.-Math.
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In diesen Fallen spricht man von einem 3 — Fehler oder Fehler 2. Art

B — Fehler setzen immer eine zweite Hypothese voraus und sind fiir
das Abitur nicht relevant.
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Die Nullhypothese und Alternative sind nicht gleichwertig:

* Wir wollen unbedingt vermeiden, dall wir die Nullhypothese verwerfen,
obwohl sie wahr ist ("peinlicher Irrtum"”, Fehler 1. Art).

* Wenn unsere Untersuchung nicht genau genug ist (z.B. aufgrund einer
zu geringen StichprobengréfRe), kann es aber durchaus passieren, dafl
wir einen vorhandenen Effekt nicht

» entdecken, also die Nullhypothese belassen,obwohl sie falsch ist (Fehler
2. Art)

Bei einem Hypothesentest beschreibt das Signifikanzniveau die (maximale)
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art, die wir zulassen wollen. Fur
unseren Test soll also auf jeden Fall gelten:

P [(X,.X,, ....X)) liegt im Verwerfungsbereich] < a.

Das bedeutet fiir einen rechtsseitigen Test, dass die aufsummierte
Wahrscheinlichkeit ab einem Wert k kleiner als a sein muss

Aus den beiden Dichtfunktionen wird ein weiteres Problem sichtbar, dass man
aus den Eigenschaften der Binomialverteilung ableiten kann:

Liegen fir ein Festes n die Wahrscheinlichkeiten dicht beieinander, dann sind
die beiden Dichtefunktionen sehr ahnlich.

Das rechte Bild zeigt die Dichtefunktionen fiir n=25 und p, =0,3 und p, = 0,4.

Der Uberlappungsbereich ist sehr groR, von k=4 bis k=14, bei k=8 und k=9
sind die Wahrscheinlichkeiten annahernd gleich, aber sehr hoch. Damit wird
kaum eine brauchbare Aussage méglich sein.

Das zweite Bild zeigt die Dichtefunktionen fiir die gleichen Wahrscheinlichkei-
ten, aber fir n = 100. Man erkennt deutlich, dass die beiden Dichtefunktionen
weiter auseinandergezogen sind und die Wahrscheinlichkeiten an der Grenze
(Balken von H, groRer als der von H) bei 0,05 liegen, wahrend sie bei n=25

bei 0,15 liegen, also wesentlich gréRer. Daraus ergeben sich zwei
wesentliche Merkmale:

1. Je naher die Wahrscheinlichkeiten beieinander liegen,
desto schlechter die Trennung in HO und H1

2. Je kleiner der Stichprobenumfang,
desto schlechter die Trennung in HO und H1

Bei welchem k legt man die kritische Zahl fest. Klar ist bei allen Fallen, wenn
man den a — Fehler verkleinern will, erhéht man den B — Fehler und umgekehrt.
Je groler das k, desto kleiner der a —Fehler , und desto gréler der
B — Fehler

Je kleiner das k, desto kleiner der B — Fehler und desto gréRer der
a —Fehler

n=25 p,=0,3; p,=0,4

0.30 Dichtefunktion fir p0 und pl

0254
I3

9,20 -+
c

8,15 -
‘0
$,10 4
@
8,05 -
=
0,00

0123456 7 8 91011121314151617181920
B DichtekpQv&HBichte pl

n=100; p,=0,3; p,=0,4

Wahrscheigichkeitero
o [
a1 o

L

=)
o
1

25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 03 04

Eine sinnvolle Trennstelle ist offenbar dasjenige k, an dem die Saule fir
die Hypothese H, kleiner wird, als die Saule fir H,. In diesem Beispiel ist

das genau zwischen den Werten k = 34 und k = 35 der Fall. Also ist
einer dieser Werte eine gut geeignete Trennstelle.
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@ Linksseitiger Hypothesentest Beispiel
Hypothesentest d yp Bei einer Wahl hatte eine Partei einen Stimmenanteil von 40 %. Nach
Ablaufsch beim linksseiti Hvboth der Wahl hat sie einige unbequeme MalRnahmen ergriffen, und man
aufschema beim linksseitigen Hypothesentest vermutet, dass der Stimmenanteil gesunken ist. Bei einer Umfrage unter
1) Festlegung der Hypothesen: H:p=p.; (H:p<p,) 100 Personen geben 33 an, dass sie die Partei wieder wahlen wirden.
0 o ° Kann man hieraus bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5 %
(beim linksseitigen Hypothesentest immer p 2 p, ) schlieRen, dass der Stimmenanteil gesunken ist?
2) Festlegung des Stichprobenumfangs n und der Irrtumswahrscheinlichkeit a Lésung )
i i . ) 1) Wir fuhren den Hypothesentest nach dem Muster durch:
3) Festlegung der Zufallsvariablen X (immer) und ihrer Verteilung (verlangen Hypz04;, H:p<04
manche Lehrer nicht; in der Schule ist es fast immer die Binomialverteilung)  2) n =100; a = 0,05
. . . 3) X = Anzahl der Personen in der Stichprobe, die die Partei wieder
4) Bestimmung der linken Grenze gl aus der Bedingung P(X < g,) < a und wahlen wirden X ist bei wahrer Nullhypothese binomialverteilt mit
; : - den Parameternn =100 und p = 0,4
damit des Ablehnungsbereichs K = {0, ..., g} 4)P(X<g,)<0,05 =g, =31 (Tabelle siehe Riickseite):
5) Angabe der Entscheidungsregel oder Entscheidung aufgrund eines Ablehnungsbereich K = {0, ..., 31}
; - 5) Da 33 ¢ Kiist, kann man bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5
konkreten Stichprobenergebnisses % nicht behaupten, dass der Stimmenanteil der Partei gesunken
Bei einem linksseitigen Hypothesentest sprechen kleine Werte der Zufallsvari- ist. Ware kein Stichprobenergebnis bekannt, so v_vurde man an
ablen gegen die Hypothese, also Werte, die links auf dem Zahlenstrahl bzw. dieser Stelle die Entscheidungsregel formulieren: Wenn
links vom Erwartungswert liegen. Wenn eine Partei behauptet, sie habe einen hochstens 31 Leute angeben, die Partei wieder wahloen zu wollen,
Stimmenanteil von mindestens 40 %, macht es uns stutzig, wenn zu wenige kann man bei einer Irtumswahrscheinlichkeit von 5 % behaupten,
Leute behaupten, diese Partei wahlen zu wollen. dass der Stimmenanteil der Partei gesunken ist.
0.20 Linksseitiaer-Hvnothesentest
. . . . . ) 3y | I‘—Il II\H\JUI ‘l.lv\.ll‘ L l] ’JUI.I '\J\J‘-’l:l“-'U:‘- O’ 1795 :
k B.oo04(K) F10004(K) Die strich-punktierte Linie kennzeichnet o .
27 0,00220 0,004600  die Grenze fur die Irrtumswahrschein- | | | |
28 0,00383 0,008433 lichkeit von 5% = 0,05. Dieser Wert liegt | | 0 15 e SRR e e e RO I o B R S
29 0,00634 0,014775  zwischen den k-Werten 31 und 32. 5 by | |
30 0,01001 0,024783  Wenn sich immer noch 33 Personen fiir | | £ § ! 3
31 0,01507 0,039848 diese Partei entscheiden, dann liegt % 20 00913 L
32 0,02166 0,061504  dieser Wert nicht im Ablehnungs- T’ ‘ | |
33 0,02975 0,091254  bereich. 3] § §
34 0,03908 0,130337 Man kann daraus nicht schlieRen, dass || < §/>
35 0,04913 0,179469  der Stimmenanteil gesunken ist. $,05 —
: 36 0,05914 0,238611 | |
C/i)rr?]'i‘r’]"R'\i’(';ttZ'r 37 0,06820 0,306810 0,0
_ T 38 0,07538 0,382188 0,00 ;
reff. 39 0,07989 0,462075 : 3 ) : 35 36 37
40 0.08122 0.543294 —— Dichte Verteilungs- fkn

=% Obere alpha Grenze
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@ Rechtsseitiger Hypothesentest Beispiel
Hypothesentest Die Behauptung der Firma soll mit einer Stichprobe von 100 Taschen-
Ablaufschema beim rechtsseitigen Hypothesentest rechnern untersucht werden. Wie viele defekte Taschenrechner
missen mindestens gefunden werden, damit man bei einer Irrtums-
1) Festlegung der Hypothesen: H:p<p,; (H,;:p>p,) wahrscheinlichkeit von 10 % schlieRen kann, dass die Ausschuss-
quote héher als von der Firma angegeben ist?
(beim rechtsseitigen Hypothesentest immer p S P,) Lésung
2) Festlegung des Stichprobenumfangs n und der Irrtumswahrscheinlichkeit o W'; ;“:r_e; S%nogyﬂo%eieonge;t nach dem Muster durch:
3) Festlegung der Zufallsvariablen X (immer) und ihrer Verteilung (verlangen 2)n °= 10_0; ,ox =’ 0’11'0 ’
manche Lehrer nicht; in der Schule ist es fast immer die 3) X = Anzahl der defekten Taschenrechner in der Stichprobe X ist
. . . bei wahrer Nullhypothese binomialverteilt mit den Parametern
Binomialverteilung) n =100 und p = 0,05
4) Bestimmung der rechten Grenze g, aus der Bedingung P(X = g.) < a und 4) Ansatz: P(X 2.g.) < 0,10
_ _ 5) Da eine solche Wahrscheinlichkeit nicht direkt aus der Tabelle
damit des Ablehnungsbereichs K = {g,, ..., n} abgelesen werden kann, muss man zunéchst umformen bzw. zum
. . : Gegenereignis Ubergehen:
5) Angabe der Entscheidungsregel oder Entscheidung aufgrund eines P(X2g.)<0,10 & P(X< g, )2 0,90 = g, , = 8 (aus Tabelle)
konkreten Stichprobenergebnisses © g, = 9; Ablehnungsbereich K = {9, ..., 100}
Bei einem rechtsseitigen Hypothesentest sprechen grol3e Werte der Zufalls- 6) \li\;ir:]nmrr:: %?asit:ir:a? I?ﬁ:ﬁg@lﬂfg :ﬁ ;ﬁ;mee?t%rgg e%cokg/werden,
variablen gegen die Hypothese, also Werte, die rechts auf dem Zahlenstrahl behaubten. dass die Angaben der Firma nicht zutreﬁer:
bzw. rechts vom Erwartungswert liegen. Wenn eine Firma behauptet, sie habe Nur wgnn éin Stich robgner ebnis bekannt ware kénnie man ein
bei der Produktion von Taschenrechnern eine Ausschussquote von héchstens konkretes Urteil féll%n 9 ’
5 %, macht es uns stutzig, wenn zu viele defekte Taschenrechner reklamiert '
werden.
umgekehrte  An der umgekehrten Verteilungs- 0,70 Rechtsseitiger Hypothesentest
Dichte Verteilungsfunktion funktion (Linie mit den Quadraten) ist 1 1 1 | | |
5 0,180018 0,564019 zu erkennen, dass die Irrtumswahr-
6 0,150015 0,384001 scheinlichkeit von 10% = 0,1
7 0,106026 0,233986 zwischen den k Werten 8 und 9 liegt.
8 0,064871 0,127960 Bei k = 9 kann man bei einer Irrtums-
9 0,034901 0,063090 wahrscheinlichkeit von 0,1 davon
10 0,016716 0,028188 ausgehen, dass die Fehlerrate von
11 0,007198 0,011472 5% nicht stimmt.
12 0,002810 0,004274 Die Summe von 9 bis 30 ergibt
© Dipl.-Math. 13 0,001001 0,001464 0,0631 (s. Kurvenbild). Die Summe
Armin Richter 14 0,000327 0,000463 von 8 bis 30 ergibt 0,1280, also mehr
: 15 0,000099 0,000136 als 0,1
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Hypothesentest ACHTUNG  Bei der Berechnung der umgekehrten Verteilungsfunktion
Die summierte Verteilungsfunktion binomcdf(n,p,k) liefert fir n = k immer den
Wert 1, da dann alle mdglichen Wahrscheinlichkeiten summiert sind. Damit
wird bei der Berechnung von 1 — binomcdf(n,p,n) immer der Wert 0 entstehen.
Aber die Einzelwahrscheinlichkeit fir n ist niemals 0, sondern immer ein Wert
gréRer 0, namlich binompdf(n,p,n). Deshalb ist bei der umgekehrten
Wahrscheinlichkeit immer ein k Wert weniger zu benutzen. Damit sieht die
notwendige Formel so aus:
1 — binomcdf(n,p,K=1)
Die Werte von k sind bei der Eingabe in den GTR jeweils die X-Werte in der
ersten Spalte.
© Dipl.-Math.
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