Mathematik und ihre Anwendung: Jahrgangsstufe 11

CHRISTINA STRAUCH

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Funktionen @ Umkehrfunktionen Den Ausdruck einer Umkehrfunktion kann man rechnerische ermitteln:
Zu jeder Funktion gibt es eine passende Umkehrzuordnung, die die jeweilige Beispiel 1:
Zuordnung riickgangig macht. A 1 Funktionsvorschrift aufschreiben: x|—>3x+7
f: x|—=>2x+1 f7': x[->0,5x-0,5 2 Funktionsgleichung aufschreiben y= 3x+7
3 Nach x auflésen
Den Graphen einer Umkehrzuordnung erhalt man, indem man den Graphen y =3x+7 |-7 (Umkehroperation zu +)
der urspriinglichen Funktion an den Winkelhalbierenden des 1. und 3. y—7 =3x | : 3 (Umkehroperation zu *)
Quadranten y = x spiegelt. Yoy —T7/3= X
o L . 4  xundy vertauschen Yax—=TI13=y
Nicht jede Umkehrzuordnung ist eine Umkehrfunktion. 5  Funktionsvorschrift aufschreiben X|—> Vs x —7/3
Die Potenzfunktion x|-> x" D=R und geradem Exponenten n ordnet a und -a Beispiel 2:
die gleiche Zahl a" zu. Die Umkehrzuordnung ordnet also der Zahl an die 1 Funktionsvorschrift aufschreiben: x|-> 2 x3_5
beiden Zahlen a und -a zu. Die Umkehrzuordnung ist damit keine Funktion ! , . . 4.3
(Bei einer Funktion darf einem Ausgangswert nur ein eindeutiger Zielwert 2 Funkansglgnchung aufschreiben y=2x7-5
zugeordnet werden. Es kdnnen aber mehrere Ausgangswerte den gleichen 3 Nach x auflosen 3
Zielwert haben. Dehalb ist x" fiir gerade n auch eine Funktion, da sie fiir a und y =2x7-5 | +5 (Umkehroperation zu
-a nur einen eindeutigen Wert zuordnet, auch, wenn der Zielwert bei beiden -) 3
gleich ist.) y+5 =2x | : 2 (Umkehroperation zu *)
=3 3 ; 3
Y2y +5/2= Umkehrfunkt
Eine Funktion ist nur dann umkehrbar, wenn sie streng monoton ngl X | \/( mkehrfunktion zu x7)
wachsend oder fallend ist. (das ist genau dann der Fall, wenn jedem N2y +5/2= x
Element aus & ein anderes Element aus ® zugeordnet wird!) 4 xundy vertauschen 3\Visx+5/2 = y
T UG Ny avwmrey 7y
: - N mem .+ N pm + - 10 € 6
Eine Funktion x|-> x"" D=Ry™ und x|-> x™" D=Ry™ ist umkehrbar, die £
- 10 pep + ~1/n pp .+ P 4
Umkehrfunktion lautet  x|—> x ZD—IRO bzw x|—> X /D—IRO N
6 i
2 -
2 I 1 1 KI-I’I’;\];'_ 1 1 1 1 1 1
=76 -5 -4 -3 -2 -1 7 23456
-2 =
-3
5-4-3-2-170 1 5678 i
—t e -5
L y= 3x+7 VA
© Dipl.-Math. —vy= Yax—-T7/3 4
Armin Richter -6 y= X Ig
- 8 Vi — 3
Tl‘eff. _)};_ 23x1 +5
Lernen IR
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Funktionen @ Potenzfunktionen mit positivem Exponenten
10
9 2
8 -
" )
6 ]
5 -
4 -
3 -
2 -
’ 05 1 15
1 2 3 V=32
S— y:x3
yEx
y=X
yzx2 2 -
—— yzx3
y=X
_10 -
y =Xx" n geradzahlig n ungeradzahlig Potenzen mit gleicher Basis und unterschiedlichen Exponenten:
Definitionsbereich -0 <X <+ -0 <X <+ 1. Potenzgesetz
am * an = an+m
Wertebereich O<vy<+ _o<y <+
! y =t wSYSTe 2. Potenzgesetz gn _ .
Nullstelle x=0 x=0 gn " firn>m
Extrema x=0 Erweiterung des Potenzbegriffes: a®=1; am in
Wendepunkte x=0 a
3. Potenzgesetz (@™)"=a"* ™
Gemeinsame Punkte (-1,1); (0,0); (1,1) (-1,-1); (0,0); (1,1)
© Dipl.-Math. Monotonie w0 <x =0 "0 < X < oo Potenzen mit unterschiedlichen Basen und gleichen Exponenten:
Armin Richter monoton fallend monoton wachsend
0 < x <+
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Besonderheiten

monoton wachsend
zu beachten ist die unterschiedliche Lage der

Kurven im Intervall -1 < x < Qund0 < x<1zu

den Intervallen -.o <x < -1und 1< X < +©

4. Potenzgesetz

5. Potenzgesetz

a"x b"= (axb)"
(2)-2
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Funktionen @ Wurzelfunktionen
(Umkehrfunktionen der Potenzfunktionen)
— y: \/X
Y=3x
y=*X
—— ySx
0 - T T T T T T T 1
0 02040608 1 1214 16
Zugehdriges Potenzgesetz
_ 1. Wurzelgesetz g™ = (g )" = (gm)  (a'm)m = (q)m*
y = "X n ganzzahlig
Definitionsbereich 0 <x<+w 2. Wurzelgesetz \/rl/; ="M/gq = gtmn
Wertebereich 0 <y<+w (a1/n)1/m - (a)1/m * 1 =gt/m*n
Nullstelle x=0 3. Wurzelgesetz Va * Vb= Ya*b a'™ x b = (axb)'n
Extrema n P
Wendepunkte 4. Wurzelgesetz n\\//a= \/ﬁ a™/p¥ =(a/ b)tn
Gemeinsame Punkte (0,0); (1,1) b
Monotonie 0 <x<+w 1 n /1
monoton wachsend Spezialfall: o, = % Potenzgesetz b = (b")""
Besonderheiten zu beachten ist die unterschiedlichk Lage der
Kurven im Intervall 0 < x < 1 zu den Intervallen
und 1< x < +oo
© Dipl.-Math.
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zu beachten ist die unterschiedliche Lage der
Kurven im Intervall -1 < x <0und 0 < x <1
zu den Intervallen -0 <x <-1und 1< X <+

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Funktionen 4 Funktionszweige der Wurzelfunktionen
_yx 3
Jyx
y = "X n geradzahlig n ungeradzahlig
Definitionsbereich 0<x<+w -0 <X<+wo
Wertebereich 0<y<+w -0 <y <+ow
-—o<y <0
Nullstelle x=0 x=0
Extrema
Wendepunkte x=0
GemeinsamePunkte  (0,0); (1,1) (-1,-1); (0,0); (1,1)
(010)7 (1 1_1)
Monotonie -0 <x<0 -0 <X < +00
monoton fallend monoton wachsend
© Dipl.-Math. 0 < X <+o0
Armin Richter monoton wachsend
Besonderheiten zwei Kurvenbdgen
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Funktionen @ Potenzfunktionen mit negativem Exponenten
5 -—
4 -
3 -
2 -
1 - ¥
] 1 1
1 2 3
A
y=X
2
3
y=X
y=x" n geradzahlig n ungeradzahlig
Definitionsbereich -0<x<0 -0<x<0
0< X < +wo 0<x<+w
Wertebereich 0<y<+w -o<y<0
0< y <+
Gemeinsame Punkte (-1,1; (1,1) (-1,-1); (1,1)
Monotonie -0 <x<0 -0 <x<0
monoton wachsend monoton fallend
0 <X <+w 0<x<+w
monoton fallend monoton fallend
Polstellen x=0 x=0
© Dipl.-Math. . .
Armin Richter Asymptoten x-Achse fir x— -0 x-Achse fir x— -0
x-Achse fir x— +o x-Achse fir x— +o
Treff. Besonderheiten zu beachten ist die unterschiedliche Lage der
Lernen Kurven im Intervall -1 < x <0und 0 < x <1 zu
CHRISTINA STRAUCH

den Intervallen -0 <x <-1und 1< X<+
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Funktionen 4 Potenzfunktionen mit rationalem Exponenten
Da Potenz- und Wurzelfunktionen Umkehrfunktionen sind, gibt es
interessante Beziehungen bei Potenzfunktionen mit rationalem
Exponenten, da rationale Exponenten Potenz- und Wurzelfunktion
einschliel®en.
y=x"" und y=x™" sind Umkehrfunktionen
6 -
5 _
Y
<8/5
4 y):(
T Yy
3 Y
2 =
1 =
0 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6
Der jeweils héhere Wert im Bruch des Exponenten bestimmt das Aussehen
der Kurve. Ist der Zahler des Bruches groRer als der Nenner, verhalt sich
die Kurve wie eine Potenzfunktion. Ist der Zahler kleiner als der Nenner,
verhalt sich die Kurve wie eine Wurzelfunktion.
© Dipl.-Math. Die Kurven spiegeln sich an der Geraden y=x.

Armin Richter
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Kurven im Intervall -0 < x < 0 zu den Intervallen
und 0< x <+

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Funktionen @ Exponentialfunktionen
4 Exponentialfunktionen y=a*x a>1
y=a* a>1 y =a*
Definitionsbereich -0 <X <+ -0 <X <+
Wertebereich O<y<+ow O<y<+w
Nullstelle
Extrema
Wendepunkte
Gemeinsame Punkte (0,1) (0,1)
© Dipl.-Math. Monotonie 0 < X <+ 0 < X <+
Armin Richter monoton wachsend monoton fallend
/1 Treff. Asymptote x-Achse fir x— -0 x-Achse flr x— +o
Lernen Besonderheiten zu beachten ist die unterschiedliche Lage der
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Funktionen 4 Exponentialfunktionen y=a* 0<a<1
11
—_— y]:l2x
— yH3*
V10~
—— yH2~
—— yH3>
T T 1
1 2 3
y=a O<a<1 y=a*
Definitionsbereich -0 <X <+ -0 <X < +o0
Wertebereich 0<y<+ow 0<y<+w
Nullstelle
Extrema
Wendepunkte
Gemeinsame Punkte (0,1) (0,1)
Monotonie 0 < x <+ 0 < x <+
© Diol -Math monoton fallend monoton wachsend
Ipl.-viath. Asymptote x-Achse fiir x— - x-Achse fiir x— +oo
Armin Richter
Besonderheiten zu beachten ist die unterschiedliche Lage der im
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Kurven Intervall -0 < x < 0 zu den Intervallen und
0< x < +w0 . Das Kurvenbild der Funktion y = 1/n*
ist das Spiegelbild der Funktion y = n* an der y-

Achse gespiegelt
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und 1< X < +o0

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Funktionen @ Logarithmusfunktionen Es existieren nur Logarithmengesetze zur gleichen Basis:
(Umkehrfunktionen der Exponentialfunktionen) .
- . 1. Logarithmengesetz Jog (b*c)=_logb+ log c
4 Logarithmusfunktionen y=log (x) a>1 Parallele zum Potenzgesetz
4 - an+m [ an * am
2. Logarithmengesetz  log (b/c)= logb- logc
Parallele zum Potenzgesetz
3. Logarithmengesetz  logb™ =m » Bgh = a"/a"
a a
Parallele zum Potenzgesetz
( an ) m — an *m
4. Logarithmengesetz  Jog "Vo™ =min * log b
Parallele zum gleichen
Potenzgesetz fir rationale
Exponenten
Spezialfalle: _log (1/b)=- logb Jog (a¥) = x
log (a) = 1
Jlog (a) - 1og (b)
Jog (1)=0 a = b
Jog (0) ist undefiniert.  lim _log (x) = -
y = log x a>1 x>+ 0
Definitionsbereich 0 <x<+w Zettemzeg,el
Wertebereich -0 <y < +oo Lo?a_rithmen lassen _sich von einer_ Basis a|09 b= alog c* clOg b
Nullstelle X = auf eine andere Basis umrechnen:
Extrema Logarithmen werden auf eine neue Basis umge-
Wendebunkte rechnet, indem der Logarithmus des Numerus log b
-pu zur neuen Basis durch den Logarithmus der alten | l0g b = 2
Gemeinsame Punkte (1,0) Basis zur neuen Basis dividiert wird: a|°g c
Monotonie 0<Xx<+ow
. Umrechnung nattrlicher
© Dipl.-Math. monoton wachsend ; . ! Inb Inb
ArmiFr)1 Richter Asvmbtote _Achse fiir x— +0 Logarithmus in dekadischen Igb= = -
ymp y Logarithmus: In 10 2,3025851.
Treff. Besonderheiten zu beachten ist die unterschiedliche Lage der _
" Kurven im Intervall -0 < x < 1 zu den Intervallen Umrechnung dekadischer | lab
Lernen gb g

Logarithmus in natirlichen Inb=—— =

Logarithmus: lg e 0,4342944
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Kurven im Intervall -co < x < 1 zu den
Intervallen und 1< x < +©

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Funktionen 4 Logarithmusfunktionen y=log (x) 0<a<1
3 -
1
9
-4 -
y = _log x 0<a<1
Definitionsbereich 0 <x<+w
Wertebereich -0 <y < +o0
Nullstelle x=1
Extrema
Wendepunkte
Gemeinsame Punkte (1,0)
© Dipl.-Math. Monotonie 0<x<+w
Armin Richter monoton fallend
P Asymptote y-Achse fir x— +0
e Treff® | o -
Besonderheiten zu beachten ist die unterschiedliche Lage der
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Trigonometrische
Funktionen
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@ Sinus und Cosinus Funktion

1,54

——y= sin
Zﬁ y= cos(x)

Definitionsbereich
Wertebereich

Nullstelle
Extrema

Wendepunkte
Periode

GemeinsamePunkte
Monotonie

Besonderheiten

y = sin(x)

-0 <X<+w0
1<y<1

X = K*r

X = 1/2 +2K*1
Maximum

X = 3m/2 +2k*m
Minimum

X = /4 +k*mr
21

LW 4

: Hauptwert sin
| e Hauptwert cos

y = cos(x)
-0 < X<+
1<y<1

X = 1/2 +k*1IT
X = 2k*mr
Maximum

X =17 +2K*1T
Minimum

X =1/4 +k*
21

(T7/4 +Kk*m1,% V2)

-T242K* T < X <1/24+2K* 1T
monoton wachsend
m2H2K* T < x < 3m/2+H2k* 1T
monoton fallend

T +2k*T <x< 21 £2K*17
monoton wachsend
2k*T < x < 0 £2k*m
monoton fallend

Additionstheoreme

sin(x4B) = sin(x)cos(B) + cos(x)sin(B)
cos(x4B) = cos(x)cos(B) — sin(x)sin(B)
sin(x-B) = sin(x)cos(B) — cos(o)sin(B)

cos(a-B) = cos(x)cos(B) + sin(x)sin(B)

sin() + sin(B) = 2*sin 0‘; B cos =B

cos(x) + cos(B) =2"cos 0(; B cos-& éB

sin(a) — sin() = 2*cos 0(_;'.8_ sin Ok_éB_

cos(x) — cos(B) =- 2*sin 0‘;’ B sinx éB
sin(a+8) + sin(x-B) = 2*sin(o)cos(B)
cos(ax+B) + cos(x-B) = 2*cos(x)cos(B)
sin(ax+B) - sin(x-B) = 2*cos(x)sin(B)
cos(x+8) - cos(x-B) = - 2*sin(x)sin(B)

cos(x) + sin(a) = V2 *sin(45°+x)
= 2 *cos(45°- «)

cos(x) - sin(x) = v2 *cos(45°+x)
= V2 *sin(45°- «)

Produktformeln

sin(x4B) * sin(x-B) = sin?(x) — sin?(B) = cos?(B) — cos?(x)
cos(ax+8) * cos(a-B) = cos?(x) — sin?(B) = cos?(B) — sin?(x)
sin(o)sin(B) = V2 [cos(x-B) — cos(x+B)]

cos(x)cos(B) = V2 [cos(x-B) + cos(x+8)]

sin(o)cos(B) = V2 [sin(o-B) + sin(o+B)]
Umrechung Vielfache eines Winkels in Ausgangswinkel

sin(2a) = 2* sin(x)cos(o)

sin(3a) = 3*sin(a) - 4*sin®(«)

sin(4a) = 8*sin(o)cos3(x)- 4*sin(o)cos(w)

€os(2x) = cos*(a) - sin?(x) = 1-2*sin?(x) = 2*cos?(w) -1

cos(3x) = 4*cos*(x) - 3*cos(w)
cos(4n) = 8*cos*(x) - 8*cos?(x) +1
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@ Tangens und Cotangens Funktion

20

154

-15 1

=20 -

Definitionsbereich
Wertebereich

Nullstelle
Extrema

Wendepunkte
Polstellen
Periode

GemeinsamePunkte
Monotonie

Besonderheiten

y = tan(x)
24K* T < X < 1/24K* 1T
-0 < y < 400

X = K*mr

X = K*1r
X =1/2 +k*mr

m

2 y=tan(x)
y=cot(x)
Hauptwert tan

= Hauptwert cot

y = cot(x)
K*1T < x < THK*TT
-0 < y < 400

X =10/2 +K*1r

X =1/2 +k*mr
X = K*1T

m

(T1/4 +k*,1)

-TT/24K*T < X < T/24K*TT
monoton wachsend

K*T < x < 11 4K*17
monoton fallend

Additionstheoreme
— tan(«) + tan(B)
tan(o+5) 1- tan(x) tan(B)
__cot(x) cot(a) — 1
cot(xh) = cot(x) + cot(d)
tan(q) + tan(p) =—Sin(@4B)__
cos(x)cos(B)
cot(w) + cot(p) = —SIn(@HB)
sin(o)sin(B)

1ttan(e) - ion45°40)
1 - tan(x)

Produktformeln

tan(a-B) = tan(x) - tan(B)

~ 1+ tan(x) tan(p)

COt(O(-B) — cot(x) cot(B) + 1

cot(x) - cot(B)

tan(o) — tan(B) ~—sinfa=f)_

~ cos(x)cos(B)
cot(e) = col(B) = )
1ol _ ohyg5040)
1 —cot(x)

tan(ctan(g) = fan(e) +tan(B) - _ tan(a) - tan(p)
cot(x) — cot(B)

cot(x) + cot(B)

cot(ecot(p) = ol + col(B)  _ cot(w) = cot(B)
tan() + cot(p) tan(x) - cot(B)
tan(o)cot(p) = fAN(e) +cot(B) _ _ tan(e) = cot(B)
cot(x) + tan(p) cot(x) - tan(B)
cot(otan(p) = Sole) +1an(B) _ _ cot() — tan(B)

tan(«) + cot(B)

1 - tan?(x)

tan(3«) = 3*tan(x) - tan3(x)

1 - 3*tan?(«)

tan(«) - cot(B)

cot(2x) =

cot(3x) =

Umrechung Vielfache eines Winkels in Ausgangswinkel
tan(z(x) = M

cot?(x) -1
2*cot(x)

cot®(x) - 3*cot(x)
3*tan?(x) - 1

Umrechnung des halben Winkels in Ausgangswinkel
t oy 1 - cos(x) _ 1 - cos() ~ sin(o)
an (2)_ + 1 + cos(w) sin(x) o1+ cos(x)
“ T+cos(®)  sin() _ 1 +cos()
cot (2)= * ~ 1-cos(x) sin(x)
1 - cos(x)
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Gemeinsame Punkte

Monotonie monoton wachsend monoton fallend

Besonderheiten

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Trigonometrische | @ Arcusfunktionen sin(a)=0,8 a € [0;2m]
Funktionen Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen
( g ) e—
4 arcsin und arccos Funktion
3,57
1 -
/= Arcsin(x)
0,5 m—\=Arccos(X)
f T T T —5 T T T T 1
-1 -08 -06 -0 2 02 04 06 08 1 X = —0,643 (Winkel im IV. Quadranten)
-0,5 X, =3,14+0,643 =3,785 X, =6,28-0,643=25,639
-1
—_ E ............................. :1,5.7 .........................................
2
2 -
y = arcsin x y = arccos X
Definitionsbereich T <x=<+1 1 <x=<+1
Wertebereich -T2 <y<+Tm/2 O<y<T
Nullstelle x=0
Extrema
© Dipl.-Math. Wendepunkte x=0 x=0 . 8,0

-1,0
Xomr = 2,214 (Winkel im |l. Quadranten)
X, =2214 X, =6,28 —2,214 = 4,068

1
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Trigonometrische | 4 arctan und arccot Funktion
Funktionen
3,5
T lossccsesececsiccscsscssssssssssssesssssssssssanas Z T CELLEE EEE L LR L EEL EEEEEE L L L SEEELT L EEEEL EEEEELL L
2,5
x -
e IO grspfsasestansasasasmsnsmanapasanstansmashassisdsszzal .
1 -
0,5
[ T T T T T B T T T T T T T 1
8 -7 -6 -5 2 -pfO 1 2 3 4 5 6 7 8
P —— y= Arctan(x)
R P e e A5 YEAreeot)
2
-2
y = arctan x y = arccot x
Definitionsbereich -0 < X < +o0 -0 < X < +00
Wertebereich -T2<y<+T/2 O<y<m
Nullstelle x=0
Extrema
Wendepunkte x=0 x=0
Asymptote y=-T/2 X— -© y=0 XxX— +o
y=T/2 X— +x Yy=T X— -
Monotonie monoton wachsend monoton fallend
Besonderheiten
© Dipl.-Math.

Armin Richter

Treff®

Lernen
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Funktionen
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@ Hyperbolische Funktionen sinh, cosh, tanh, coth
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10

Definition

Definitionsbereich

Wertebereich

Nullstelle
Extrema
Wendepunkte
Polstellen
Asymptote

Monotonie

1 2 3
-2 -
_ —— y= sinh(x)
—— y=cosh(x)
-5 y=tanh(x)
-8 —— y=coth(x)
-10
y =ginhx v = ¢oshx|y = tanbx
2 2 eirer
-0 < X < 400 =-00< X < +00 -0 < X < +00
-0 <y<+4w| 1<y<+wo -1<y<A1
x=0 x=0
x=0
x=0 x=0
y=-1Xx— -
y=-1x- -
monoton monoton monoton
wachsend | fallend wachsend
~0<Xx<0
wachsend

0<x<+w0

y =coth x

e*—e*

-0<x<0
0<x<+wo

_oo<y<_1
1<y<+oo

x=0

y =1x— +owo
Yy =1X— +o0

monoton
fallend

Symmetrie

sinh(-x) = - sinh(x)
cosh(-x) = cosh(x)
tanh(-x) = - tanh(x)
coth(-x) = - coth(x)
Pythagoras der Hyperbolischen Funktionen

cosh?(x) — sinh?(x) = 1

Additionstheoreme

sinh(x £ y) = sinh(x)*cosh(y) * cosh(x)*sinh(y)
cosh(x £ y) = cosh(x)*cosh(y) % sinh(x)*sinh(y)
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Hyperbolische @ Area Funktionen arsinh, arcosh, artanh, arcoth
Funktionen (Umkehrfunktionen der Hyperbolischen Funktionen
6 -—
5 -
4 -

m— y= arsinh(x)
e y=arcosh(x)

y=artanh(x)
== y=arcoth(x)

1
-3 - P 1 2 3

y = arsinh x| y = arcosh x| y = artanh x| y = arcoth x
" 1, 1+x 1, x+1
Definition IN( x +{x2+1)| In( x £{x?+1) > In 1—x > In 1
Definitionsbereich -co <x <+od 1 <x<+w| -1<Xx<+1| -0<x<-1
1<x<+00
Wertebereich co<y<+og 0=<y<+w| -w0<y<ow |-0<y<0
0< y <+
Nullstelle x=0 x=0 x=0
Extrema
Wendepunkte x=0 =0
© Dipl.-Math. Polstellen X =-1 =-1
Armin Richter x=1 x=1
. Asymptote y=0 x— -
Treff. y= 0 X— 4w
Lernen Monotonie monoton monoton monoton monoton
CHRISTINA STRAUCH wachsend wachsend | wachsend fallend
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