Potenzen und Wurzeln Seite 1

Aufgabe Losung Erlduterung
Potenzen
. Tritt eine reelle Zahl a in einem Produkt n-mal als Faktor auf, so schreibt man dafiir kurz a” und
Basis nennt a" die "n-te Potenzvona™.a-a-a-a-..-a=a"
Exponent Die Zahl a nennt man "Basis" oder Grundzahl,

die Zahl n "Exponent" oder Hochzahl.
Beispiele:2-2-2=2% 05-0,5-0,5-0,5-0,5=0,5%5 (-6) - (-6) - (-6) - (-6) = (-6)*

Negative ganzzahlige

Fir die Exponenten 0 und 1 sowie flir negative ganze Zahlen als Exponenten wird festgelegt:

Exponenten 1
a'=a; a’=1fira#0 a‘”=5fUra¢0;n€Z
H H . - . o — . o . — _—1 3 - 1
Beispiele: 5'=5; 1,8°=1; (- \/2) =1; 3 =34 3,757 =375
Zeh ¢ Eine Potenz mit der Basis 10 und ganzzahligem Exponenten heil3t Zehnerpotenz.
ennerpotenzen Beispiele: 103 =1 000 ; 105 =100 000 ; 10°= 1000 000 ; 10% = 1000 000 000 000
10 =0,001; 10-°=0,00001; 10-%=0,000 001; 10-'2 = 0,000 000 000 001
Wird eine betragsmafig sehr grof3e oder sehr kleine Zahl als Produkt aus einer Zahl a mit
1 <l al <10 und einer Zehnerpotenz dargestellt, so spricht man von der "wissenschaftlichen
Schreibweise" oder oder vom "schreiben mit abgetrennter Zehnerpotenz".
Beispiele: 3,2 - 10 =3 200 000; -3,2-10°=-3 200 000; 3,2-10°=0,000 0032
Die Quadratwurzel Va fiir a > 0 ist definiert als diejenige nicht negative Zahl, deren Quadrat a
n-te Wurzel ist: (Va )2 = a. Entsprechend kann man auch die Basen von n-ten Potenzen als n-te Wurzeln
Waurzelexponent verstehen:
Radikand Mit /a bezeichnet man diejenige nicht negative Zahl, deren n-te Potenz a ist:

(™/a)n = a fir a > 0 und n €EN. n heillt "Wurzelexponent”, a heillt "Radikand".
Beachte: ®@ Das Potenzieren einer nicht negativen reellen Zahl mit n Iasst sich durch Ziehen
der n-ten Wurzel ("Radizieren") riickgangig machen und umgekehrt.
® n-te Wurzeln aus negativen Zahlen sind nicht definiert.
© Fir 2Ja schreibt man in der Regel Va .
Beispiele: : >V8 =2, denn 2% = 8; V81 = 3, denn 3* = 81; 5V=32 st nicht definiert

Rationale Exponenten

Mithilfe der n-ten Wurzel Iasst sich fir nicht negative Basen a der Potenzbegriff auf rationale

Exponenten g (p=m/n; n€ N ; n #0; m € Z) gfweitern:

®a =ma ® ap=a =man
1 2 2 L 3
5 _

Beispiele: 5 =5 5 =%& 5 °= V5 (=5) ist nicht definiert
Irrationale Potenzen kénnen auch fir irrationale Exponenten definiert werden. Eine gute rationale
Exponenten Naherung fur den Exponenten liefert auch eine gute Naherung fiir die Potenz.

Beispiele: \2 =1,414; 5@= 51414 =974
Potenzgesetze

Multiplizieren/ Dividieren
bei gleicher Basis

Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert bzw. dividiert, indem man die
Exponenten addiert bzw. subtrahiert und die Basis beibehalt:

o am.an=am+n eam:an=am—n

Beispiele: @ 25.23=253=28=256 @ 25:23=253=22=4

Multiplizieren/Dividieren

Potenzen mit gleichem Exponenten werden multipliziert bzw. dividiert, indem man die

bei gleichem Basen multipliziert oder dividiert und den Exponenten beibehalt.
E t
xponenien @ o b= (ab) ® an: b= (ab)
Beispiele: @ 23.5%=(2:53=10°=1000 ® 10°:53=(10:502=23=8

Potenzieren
von Potenzen

Potenzen werden potenziert, indem man die Exponenten multipliziert und die Basis
beibehalt: (a")™ = amm

1

ispiele: (24)2 = 242 = 28 = 4)-2 = D4(-2) = D8 = —1
Beispiele: (24)? = 2 28 = 256 (2492=2 2 256
Fir die Wurzelschreibweise bei rationalen Exponenten folgt daraus (k, n€ N; n #0; m € Z; a>0):
o (nxjg)m = (“@) 9 knW = (m/a)m
Beispiele: @ (212 = (W2?) = ("4) @ (1\2) = (W27)= (\4)
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Seite 2 Potenzen und Wurzeln

Aufgabe Loésung

Erlauterung

1. Potenzen mit natiirlichem und ganzzahligen Exponenten

1.1. Berechne folgende Potenzen

a)25  b) [%]6

93555572 o
c)(=3)* d)(-5) b) =3-3-3-3-3-3 = 729
e) 10° f) (<0,1)" ) (=3) - (-3) - (=3) - (-3) = 81

d) (-5) - (-5) - (-5) =125
g) 1.5° h) Q° e)=10

f)=-0,1

g)=1

h) unbestimmter Ausdruck, kann so
nicht berechnet werden

1.2. Schreibe ohne negative Exponenten

Treten Potenzen auf, deren Exponenten

natlrliche Zahlen sind, dann beachte:

e |st die Basis negativ und der Exponent

ungerade, dann ist der Potenzwert
negativ [Aufg. d), f)].

e Eine Potenz mit dem Exponenten 1 hat

den Wert der Basis [Aufg. e), )].

e Eine Potenz mit dem Exponenten 0 hat

den Wert 1 [Aufg. g)].

e Eine Potenz mit der Basis 0 und dem

Exponenten 0 ist nicht definiert
[Aufg. h)].

1

a) 3+ b) 3«2 a) 3= 37 Treten Potenzen mit ganzzahlige_rj
Exponenten auf, dann beachte (fir
by3.25= 3.1 =3 az0undnE N ):
O I ! >z :
6710 85 1 _ -n = n =
c) o = 610 a a und a o
&) x f) 2x° d 2= 3.8 Hinweis: .
8 Durch das Andern des Vorzeichens
e) x' = 1 des Exponenten kannst du eine
X Potenz vom Nenner in den Zahler
f) 2x3= % bringen und umgekehrt.
1.3. Schreibe ohne Bruchstrich
1 i
a) b) % a) 25 =2
3
b) =~=3+10"
1 3y 10
C) X d) x5 1
c) - =x"'
X
d) %Evy = 3exSe y
1.4. Berechne
1
ag3.9—3=93.93 =1 . . .
a)9°- 9 b) (2x)" - 2x ) ; Beachte beim Rechnen mit und beim

c)1—(-=2y  d)—(-4y b) (2x)' - 2x = 2X - 2x = 1

c)1-(-2y'=1-16=15

e)2-6° f)3:(-2)°

e 2 d) —(-4)? = — (—64) = 64
9)5-10° h) 75

123 o4 e)2-6%= 2216 = 432

f)3:(-2)° =3:(-8) =

5 _ 1
100 000 ~ 20 000

h) —2— =2-10° =2 000 000

00 W

9)5-10°=

0 11 1
. 1238_, 1 1 _,
N1-=25=1"12570 = 1~ 1728710

=q_—L -17279
17280 17280

i) 24 _ 3 _ 243
3 24 16

Umformen von Potenzen:

@ a ist der Kehrwert von a", das heilt:

a"ean=
[Aufgabe a) und b)]
® Vorrangregeln
Potenzrechnung geht vor Punkt-
rechnung und vor Strichrechnung !
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Potenzen und Wurzeln

Seite 3

Aufgabe

Losung

Erlduterung

2. Zahlen mit Zehnerpotenzen

2.1. Schreibe ohne Potenzen

Zehnerpotenzen sind die Stufenzahlen

a)3-10° a)3-10°=3000 unseres Stellenwertsystems. 10" ist eine
b) 5,6 - 10 b) 5,6 - 10¢ = 5 600 000 1 mitn Néjllelzln, 10‘Ltzjedeuéet, dass dir? 1
an n-ter Stelle nach dem Komma steht
c) 1,125 - 10? c) 1,125 - 102=112,5 und davor nur Nullen.
d) 3,68 - 10° d) 3,68 - 10° = 368 000 Aufaabe 2.1
~ e ufgabe 2.1:
e)3-10° e)3-10°=0,003 Bei der Multiplikation mit einer Zehner-
f)5,6 - 10 f) 5,6 - 10 = 0,000 005 6 po;enz wird d?s Pl(g?wrlllwa verSﬁhoben -
und zwar um | n | Stellen nac
g) 1,125 - 102 g)1,125-102=0,011 25 rechts | links
h) 3,68 - 10 h) 3,68 - 10-°= 0,000 036 8 wenn der Exponent n
positiv I negativ ist.
2.2. Schreibe mit abgetrennter Zehnerpotenz
a) 400 000 = 4 « 105 Aufgabe 2.2.:
a) 400 000 ) , Eine positive Zahl mit abgetrennter
b) 21 000 000 b) 21 000 000 =2,1+10 Zehnerpotenz zu schreiben heift, sie in
c) 20 481 = 2,048 » 10* ein Produkt aus einem Faktor
€) 20 481 ) " 1 <a <10 und einer Zehnerpotenz
d) 975 d)975=9,75+10 zu zerlegen. Gehe so vor:
e) 0,000 5 €)0,0005 =5+10 1. Verschiebe das Komma hinter die
’ ) von links aus gesehen erste von
f) 0,24 f)0,24 =2,4-10- 0 verschiedene Ziffer.
0,000 060 7 = 6,07 * 105 2. Zahle die Anzahl der Stellen, um die
9) 0,000 060 7 9 s du verschoben hast. Sie gibt den
h) 0,001 58 h) 0,001 58 = 1,58 « 10~ Betrag des Exponenten an.

2.3. Berechne oder vereinfache so weit wie moglich

Sein Vorzeichen ist

positiv I negativ
wenn du das Komma nach
links | rechts

verschoben hast.
3. Schreibe als Produkt a - 10".

a)3-106+5,6 - 10°
b)4-22-7-22

c) —6-5"+8-5
d)c®-5-¢°

e) a2+ 4a-2
f)ba - 4% —7b - 4%

a)=(3+5,6)-10°
=8,6 - 10° =8 600 000
b) =(4—71_)-2-2§=—3-2-2
=-3-2=-4
c) =(-6+8)-5"=2-5"
d) =(1-5)-c®=-4-c®
e) =(a+4a) 2x=5a- 2
f) =(5a-7b)- 4%

Treten in Summen und Differenzen
Potenzen auf, so kannst du diese
zusammenfassen, wenn Basen und
Exponenten gleich sind. Gehe so vor:
1. Klammere die Potenz aus.
2. Berechne oder vereinfache.

Hinweis

Potenzen bezeichnen reelle Zahlen.
Fir sie gilt das Distributivgesetz:
bea"tcea’=(btc)ea"
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Seite 4 Potenzen und Wurzeln

Aufgabe Loésung Erlauterung

3. Multiplizieren und Dividieren

3.1. Potenzen mit gleicher Basis

Um Potenzen mit gleicher Basis zu

a)32+ 33 b) 25« 2-2 a)3%2+3°=3%9=3°=243 multiplizieren bzw. zu dividieren, gehe
8¢ 49 d) 5% « 52 b)25e22=252=23=§ SO Vor:
c)a*-a ) ) o o a1 1. Potenziere die Basis mit der Summe
e) cxs oY f) 6° : 62 cat+a’=a*?=a'=a , bzw. der Differenz der Exponenten.
g) 5%« 5 hya”:a" d) 5%« 52 = 52 = 5x = bx 2. Berechne oder vereinfache.
i) cr: oy €) CX e OV = Y = ¢ Merke: a™ - a"= amn
f)6°:62=62=6'=6 ar:an=ar

9)5°:52=5"2=55=3 ]25
h)a7:a'=a""=a®=a°
i) oY=t =gy

3.2. Potenzen mit gleichem Exponenten

a)=(3-2)'=6=129 Um Potenzen mit gleichem Exponenten

a) 3 b) = (2 - 5)° = 10" = 0,001 zu multiplizieren bzw. zu dividieren, gehe

b) 2-3 ¢ 53 | | SO Vvor:
c) =(3a- 0,5b)" = (1,5ab) 1. Potenziere das Produkt bzw. den
* =(2:4B = (%8 =1 uotienten der Basen mit dem

©) (3"")" (0.5b) d)=(2:4) = (VF = % Quotienten der B itd

d) 23 Exponenten.
e)=(8:4)y°=2°= (P ="/, 2. Berechne oder vereinfache.

6)8545 f)= (6a : 2ab H;a" 3

= a:zab) = =2
f) (6a) : (2aby" )= "= 2ab u Merke: 2’ E:z_(ak?)g)n
( 2 !3 . - .
g) X8;3X g)= (x2+x)? sz +X)
(2x)* | 2x
X+ DR+ DP
2x 2
3.3. Potenzieren von Potenzen
2\3 _2\3 3 _ 223 — 26 — Um Potenzen zu potenzieren, gehe so
a) (3?) b) (37%) a) (32)3=3%3=36=729 vor-
c) ((-3)?¢ d) (=3))° b) (3-2)° — 323 = 36 = 1/729 1. Potenziere die Basis mit dem Produkt

der Exponenten.

2\n+1 XF+Y') X = =
e) (@) f) (=) ©) ((3)°)° = (=3)° = (=3)° = 729 2. Berechne oder vereinfache.

d) ((=3)) = (=3)*° = (-3)° = -19 683
e) (a?)" = a2 = g2 Merke: (a")" = (a)™
f) (bﬂy)x*y = pxIey) = bx2_yz

3.4. Potenzterme vereinfachen

a) 2a° (4a2 + 3a’b - b°) a) =8-a*>a’ + 6-a>a’b — 2-a>b° Um Terme mit Potenzen zu vereinfachen,
=8a® + 6a’b — 2a’b® kannst du alle bekannten Regeln zur
b) 3(3" - 3*) Termumformung anwenden, insbesondere
c) (x"—x"%) 1 x" b) = 3-3m — 3-3% = 3™ — 3 e das Distributivgesetz.
e die binomischen Formeln.
d) [(x2 + y*)(x2 — y*)]2 C) =X X =X X =] =X Bei manchen Termen ist es angebracht,
e) 4(4* + 22— 4) zunéch?;\eifnmeil fur gleiche Basen zu
— —3\2 _ (\v4)2]2 = (y—6 _ \8)2 sorgen urg. el.
d) = [0 = (P = (=) Vereinfache anschlieend mithilfe der
= (x9)? - 2x%® + (y8) Potenzgesetze wenn es moglich ist.
=x"- 2X_68y8 +y'"e Merke: Fir Summen und Differenzen
=L X sy gibt es keine Potenzgesetze.
X X Da sind nur die Binomischen
©)=122- 2% +22.2%_22.22 Formeln mdglich.

= 2x#2 4 Q22 _ D4
= D.02x2 _ D4 = D243 _ 1§
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Potenzen und Wurzeln

Seite 5

Aufgabe

Losung

Erlduterung

4. Wurzelausdriicke

4.1. Berechne ohne Taschenrechner

a) 16 b) V64 a) W16 =424 =2 Lasst sich der Radikand als Potenz
- mit dem Exponenten n schreiben,
b) 3V64 = 343 =4 kannst du auch ohne Taschenrechner
0)° [ 1 a3 125 5\/ y sF1 . 1 die n-te Wurzel ziehen. Fiir a 2 0 gilt:
100 000 o4 ©) V00000 = ﬁ} =10 _
2[125 _3[(5) "Na"=a
d) - = 5 = 5
e) “V0,0001 64 4 4
e) “J0,0001 = “V104=0,1
4.2. Schreibe als Wurzel
1 1 Fii . .
a) 35 T = Ur Potenzen mit rationalen Exponenten
) 1 a)3% =3 githMEN;n>1; m€E Z; a>0):
b)3's a1 e
¢)a b)3™° =3¢ =.55 an=mam
! e
d) (xy)3 c)a = "%a n  nennt man Wurzelexponent,
e) 156 ! — am heilt Radikand.
5 d) (xy)” = *Vxy
f)157s 8 Aufgabe 4.2.
g) 25-07 e)15° = &15° Sollst du eine Potenz als Wurzel
o 5 1 1 schreiben, gehe so vor:
h) (xy)" f)15°6 = E% = o5 1. Forme zunachst so um, dass der
5 15 1 Exponent eine positive Bruchzahl ist
g)25°° =254 =-3 = —— [(Aufg. b), ), g), h)]
8 254 4253 2. Den Radikanden erhaltst du, indem du
h) (xy)'® = (xy)g — 5\/(Xy)s die Basis mit dem Zahler potenzierst.
3. Notiere den Nenner als Wurzelexpo-
nenten.
4.3. Schreibe als Potenz
_ 1
a) “J18 a) “18 =184
1
1 1
b) b = 1874 Aufgabe 4.3.
4@ ) 18 ) ! Sollst du eine Wurzel als Potenz
c) \b b = b? schreiben, gehe so vor:
1 ©) e Potenziere die Basis mit dem Bruch,
d) \/T d 1 b’% dessen Zahler der Exponent des
L ) \b - , Radikanden und dessen Nenner der
e) 4\/11 83 e) W1gs = 184 Wurzelexponent ist.
f) 4183 1 3
f = 1874
= AR
g) 1 g) \/bs = b 5
h) = 1 1
\b h) o = b5
4.4. Berechne mit dem Taschenrechner
3 - N Um Potenzwerte ndherungsweise mit
a) 184 a) 184 =187 =8,74 dem Taschenrechner zu bestimmen,
) 2 kannst du so vorgehen:
b) 2873 b) 2873 =1/28%%=0,11 1. Schreibe Wurzeln als Potenzen
o _ am™.  [Aufg. c), d)].
c) “J18 c) Y18 =18"% = 2,06 2. Gib ein: a m/n . Benutze fir m/n die
1 1 Bruchtaste, evtl. auch die Vorzeichen-
d) ooz d) ojge =9 =048 taste, oder schreibe als Dezimalzahl.

Die — Taste heil3t oft auch x¥ — Taste.
3. Istm =1, so kannst du auch mit
der Shift — Taste arbeiten.
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Seite 6 Potenzen und Wurzeln

Aufgabe Loésung Erlauterung

4.5. Umformen mithilfe der Potenzgesetze

2 1 2 1 1 . , .
a) 53-5 2 a) =5372 =56= 65 Fir Pote.nzen.mlt rationalen E).(popenten
., ; gelten die gleichen Gesetze wie fur
b) V67 - 362 b) =66: 63=62=6 solche mit ganzzahligen Exponenten.
) . ) o Terme, die Wurzeln enthalten, kannst du
c) a 9.3 % c) = a%% =g 9 =%l Ubersichtlich umformen, wenn du
1 zunachst die Wurzeln als Potenzen
3 3,56 13 ;
d) “x®: b d) =x4: X5 = x4 2= = T schreibst.
— — 1 1 . - +
e) 4\/3 . 4\/27 e) = 3% 27%= 81Z= (34)4= 3 ar-a9=grP*a
. . 5 7% 1 ,g 4 - ar:ai=grP-d
f) a 9 (ab) ° f) = E} = [b} =b? = b aP-br=(a-b)
43 4,3 19
g) @9* g) =a? 4=a*3=q5 a*:br=(a:b)
_ [ ] ,-9.1.1 (ar)2 = ar=
) o5 h) = (25) ) =5203=5
4.6. Wurzeln vereinfachen
a) “188 a) “/188 = 18% =182 =324 Sollst du Wurzeln so weit wie moglich

o - vereinfachen oder berechnen, gehe so
b) 515 b) 5615 = 65 =6 =216 vor:
1. Prife, ob sich der Radikand als Potenz

c) "8V8e c) 88t = (2%)18=21 =2 mit méglichst grolem Exponenten
1 1 5 schreiben lasst [Aufg. c) bis f), h)].

d) sJgis d) oo = (32) 6= 35 =-L 2. Schreibe die Wurzel als Potenz,
\/97 LCE 39 ] 243 berechne den Exponenten und kiirze

e) W27a® e) 727a%  =((3a2)?)3= (332)' = 3a2 ihn. Ist der Exponent nun ganzzahlig,
o ) ( 4 F) 5 ( )1 rechne aus [Aufg. a) bis e)].

f) 32 ) w3 = (25)Z= 24= 2104z 243 3. Ist der Exponent nicht ganzzahlig,
_ » 7 ] dann schreibe ihn als Bruch oder

g) a? g) Wa¥ = ab=aZ= aa2=a%a gemischte  Zahl.

h) 62563

4.7. Potenz— und Wurzelgleichungen

4. Schreibe Potenzen mit gemischten
Zahlen im Exponenten als Produkt:
am=a"-a°(n € N).
5. Berechne oder vereinfache.

a)x8=729
b) x® + 100 = 36
c)x®=729

d) x®+ 100 = 36

a)xt=729 o
X =—5J729 und x = +729
IL={-3;3)}

b)x® + 100 = 36 & x°=-64
IL={ }
C)x*=729 & x=%729;IL={9}
d) x® + 100 = 36 & x* = —64
e X = -N|-64|; IL={—4)

Eine Potenzgleichung der Form x" = a
(n € N) hat die Lésung:

n gerade n ungerade
a>0| —™a;™a | ™a
a=0 0 0
a<0 | keineLésung | —™a|
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