Mathematik — Intensivkurs: Korper

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele

Korper 4 Prisma

Ein Prisma ist ein geschlossener Kérper, /
der aus

- 6 Parallelogrammen, bei denen je
zwei gleich grof} sind

- 8 Ecken

- 12 Kanten

besteht.

Die Seitenflachen stol3en in unterschied- G
lichen Winkeln aneinander. H

Ein Prisma besitzt 6 Flachendiagonalen /?/7 o
(zwei davon griin eingezeichnet: BG  E .
und CF )

von denen jeweils zwei gleich lang sind,

namlich die auf gegenuberliegenden
Seiten.

und 4 Raumdiagonalen. A
(drei davon pink eingezeichnet: a B
DF, BH, CE)

von denen jeweils zwei gleich lang sind,

CE, BH und DF, AG,

Die Raumdiagonalen treffen sich in einem Punkt und halbieren sich in
diesem Schnittpunkt. Raumdiagonalen und Flachendiagonalen bilden keine
rechtwinkligen Dreiecke.

Die Oberflache eines Prismas ergibt sich aus 6 Paralleogrammen, die

jeweils paarweise gleich sind:

Grundflache + Deckflache + Umfang der Grundflache * Hohe der Seitenflachen

O= a*hy; + a*h, + 2*(a+bh) * h
= 2(@*h, +(atb)* hy)

S

Da die Hohe der Parallelogramm auf der Vorder- und Riickseite gleich der
© Dipl.-Math. Hohe der Parallelogramme an den Seitenflachen sind, kann man den

Umfang der Grundflache a + b + a + b mit der gleiche Hohe Multilpizieren
das Volumen ergibt sich aus der Grundflache und der Héhe des Prismas,

nicht der Seitenlange von c !
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V=a*h, *h



http://www.treff-lernen.de/

Mathematik — Intensivkurs: Korper
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Korper @ Zylinder
Wenn ein Rechteck um eine seiner Seiten
rotiert, entsteht ein Zylinder.
V= mr’h
Mantelfiache <
M=2mrh =md
O=2mr(r+h)
Schief abgeschnittener gerader Kreiszylinder
v= 1 e (s, +s,)
2 1 2
Mantelflache o
M=Trr (s, +s,)
= +s +r+ 24 | $175 2
O= 1r |s, +s,+r r 5
Zylinderabschnitt (Zylinderhuf)
¢ Mittelpunktswinkel des Grundrisses im Bogenmal}
2a Hufkante
h Langste Mantellinie y
b Lot von FuBpunkt von h auf die Hufkante
V=% [a(Sr2 -a?)+3r2(b-r) % ] L
© Dipl.-Math.
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M= 2 [(b—r)g+a]

Fiir a=b=r ergibt sich: V= % ?h M = 2rh
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Thema Gesetze und Regeln
Korper # Pyramide
Von der Grundflache eines n-Eck treffen sich alle ausgehenden Strahlen in
einem Punkt S, dem Scheitel.
Wahrend die Grundflache ein beliebiges n-Eck sein kann entstehen als
Seitenflachen immer Dreiecke.
Die Oberflache der Pyramide Das Volumen aller solcher
errechnet sich aus der Grundflache Pyramiden ergibt sich aus
und den vorhandenen Seitenflachen. 1A
V= 3 G h
- Daraus folgt, dass alle Pyramiden mit
= A b
© o A HAgt A, gleicher Grundflache und gleicher
Hohe das gleiche Volumen haben.
@ Die Rechteck-Pyramide
2
= th +
2
s= \/ h,2+
TIWV;
2\
—
O= a*b + (a*h, +b*h,) analog gelten die Formeln fir h_,
@ Die regelmaRige Dreieck-Pyramide
2 2
= 2 4 g = 2 i
s \/ h*+3 h, '\/ h? + 12
- a _ a3
hs— ‘\/h32+4 hG— T
© Dipl.-Math. v= 1A o1 Ll a a@} h = ah\3
Armin Richter 3 ° 3 L2 12
Grundflache

(@*h + 3*a*h )= ax3 , 3ah,
| g 4 2
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Korper @ Die Quadratische — Pyramide Winkelfunktionen der
Grundflachenwinkel
. . i _ ° h
Mittelpunktswinkel : a= 90 sin a/2 = %r sinp= >
Basiswinkel : B =45°
Umkreisradius : r="%an\2 cos a2 =?7D cos B = g
r
Hohe Grundflachendreieck :  h, = a/2
2h
1.2 _a <o
V= 3 a’h tan a/2 = 2h, tan 3 a
O=a*+2a*h,,=4(%2ah,+"%ah,) =4 “%a (h,+h,)
Pythagoras der
1. rechtwinkliges Dreieck s2=r2+ h? Grundflache
a 2
da h2=r2
__h T _h [2] Mo
smy—S cosy = s tany—r
NP | -h _r
S|n6—S cosé—S tan & = h
2. rechtwinkliges Dreieck | h 2=h_2 + h?
sing= Mo cosg= N tane = o
hMD v h
sinn=-h— cosn= o tann= —h—
hMD th hD
s . _ al?
3. rechtwinkliges Dreieck s? =h,,? +[ 2}
sincp=% cos ¢ = & tan(p=2]31er
© Dipl.-Math. ] 2s a
Armin Richter h
_ sinw= 28— COS W = — Mo~ tanw= 98—
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Korper @ Die 5 — seitige — Pyramide Winkelfunktionen der
Grundflachenwinkel
. _— — e , a h
Mittelpunktswinkel : a= 72 sina2= 5. sinB= TD
Basiswinkel : B =54°
Umkreisradius : r="%a/ sin54° cos a/2 :?70 cos B = g
r
Hohe Grundflachendreieck :  h, =r sin 54°
2h
Grundflache : G=5/2a<h,=5/2a-r-sin54° tan a/2 = % tan B =" )
D
=16Gh
Pythagoras der
O=G+52+a-h,=5(%ah,+%ah,)=5 "%2a (h,+h,) Grundflache
1. rechtwinkliges Dreieck s?=r2+h? [Q] 2, h.2=p2
2 D
2. rechtwinkliges Dreieck hyo? = hy2 + h?
Umkreis
2
3. rechtwinkliges Dreieck §? =h,,,? +[%}
Die trigonometrischen Beziehungen entsprechen denen
der quadratischen Pyramide.
© Dipl.-Math.
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#@ Pyramidenstumpf (Obelisk)

Ein Pyramidenstumpf entsteht, wenn eine Ebenen parallel zur Grundflache den
oberen Teil der Pyramide abtrennt.

Die Oberflache berechnet sich aus zwei Das Volumen aller solcher
Grundflachen und der stehen gebliebenen ~ Pyramiden berechnet sich
Mantelflache. Die Mantelflache setzt sich aus der Differenz der beiden
grundsétzlich aus Trapezen zusammen. Pyramiden.

@ Die Rechteck-Pyramidenstumpf

o

T

o

o

l
7L——.

Kantenlange des Pyramidenstumpfes / >
- 2 + - 2
4
Hohe des Trapezes der Seiten b
(a,-a,)
4
Hohe des Trapezes der Seiten a

b -b )?
s ®0)
sa 4

1 b ~_a,
V= 5 (@b@aza)b, b )+ab) h i b

h, =\/ h? +

sb

aubu + aObO + (au + aO )hsa + (bu + bO )hsb
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Korper 4 Kreiskegel
Durch einen festen Punkt S gehende und l&ngs einer gekrimmten Linie, der . .
Leitkurve, gleitende Gerade beschreibt eine Kegelflache. Der Kegel ist ein Formel flr Kreissektoren
Kdrper, der von einer Kegelflache mit geschlossener Leitkurve und einer Ebene - _a - - _Qa * 2 — *
begrenzt wird. 30 21T A= 2o T A=r*b/2
Die Kegelflache schneidet aus der Ebene die Grundflache heraus.
Diese allgemeine Definition besagt, dass ein Kegel nicht notwendig eine Fur den Kegelmantel:
Kreisflache als Grundflache haben muss, sich aber von einer Pyramide darin
unterscheidet, dass er keine Begrenzungsflachen besitzt, sondern eine 2%t r = 0‘—0 2* * s A= O g2
rotierende Gerade als Erzeugende. 360 3600
Die Oberflache des Kegels Das Volumen aller solcher r= 3800 s
errechnet sich aus der Grundflache Kegel ergibt sich aus
und der Mantelflache. 1
0= A +A, v= 38 h halber Winkel in der Spitzey:  siny = %
Daraus folgt, dass alle Kegel mit a =360 *siny
gleicher Grundflache und gleicher
Hoéhe das gleiche Volumen haben.
@ Gerader Kreiskegel
_ 1 .+
V= - r* h
3 (L
O= n*r*r+an*r*s
=a*r*(r+s)
Dabei ist s die Mantellinie des
Kegels, die nach dem
Pythagoras
s = r+h?
© Dipl.-Math.
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Korper a Kegelstumpf

Ein Kegelstumpf entsteht, wenn eine Ebenen parallel zur Grundflache den

oberen Teil des Kegels abtrennt.
Das Volumen aller solcher
Kegelstiimpfe berechnet sich aus
der Differenz der beiden
Kegelvolumen.

@ Gerader Kreiskegelstumpf

s ist die Mantellinie des Kegels,

die nach dem Pythagoras

s=V(r,—r)+h?

V= % T (r2+rr,+r2)h

O= n*r? + n*r? +n*s(r, +r)

© Dipl.-Math.
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Oktaeder # Oktaeder
@ grundlegende Langen E
h1 =a *%\3
d =a *\2
d2=a *%2=h
h =a *%\2 h ist die Hohe einer Pyramide

@ Die Oberflache

Flache eines Dreiecks:
Al= a2 * %3

Oberflache - P L
O=az*2*¥3 ( A

@ Das Volumen

Volumen einer Pyramide:
V.= a? a%V2=a® % \2

Volumen Oktaeder
V = a® %2

@ Der Umkugelradius

Gleichschenkliges — rechtwinkliges Dreieck
AAME ; ACME; .....

Der Radius der umschliefenden Kugel ist identisch

mit der halben Diagonalenlange.
© Dipl.-Math.
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R,="%a\2
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@ Winkel Seitenflache - Grundflache

Neigungswinkel der Seitenflachen gegenuber der Grundflache

Oktaeder

Winkel < MHE

: _h _a*%\N2 _ b, _

sin <MHE =py =" & =\% =16
= 0,816496

cos < MHE = V4 =143

< MHE = 54,73°

Winkel zwischen oberer und unterer Seitenflache 109,46°

@ Winkel Hohe — Seitenflache

Winkel < MEH
sin < MEH = V4= %3

cos < MEH =24 =16

< MEH = 35,27°

Winkel gegenlberliegender Seitenflachen: 70,54°

@ Inkugelradius

sin < MHE = 5~ r =al2 + sin < MHE = a/2 \% = a \%

© Dipl.-Math.
Armin Richter rr=a %6
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@ Winkel Seitenkante - Grundflache

Neigungswinkel der Seitenkanten gegenlber der Grundflache

Winkel < MAE

Gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck, damit
sind die beiden verbleibenden Winkel 45°

@ Winkel Hohe — Seitenkante

Winkel < MEA

Gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck, damit
sind die beiden verbleibenden Winkel 45°

Winkel <« AEC
Neigungswinkel gegeniiberliegender Seitenkanten 90°

@ Winkel benachbarter Seitenflachen

al2
E | a2
al2 \2

0 -al2 8?22 (2
AB|a| AE |aR2 nj 0 =10
0 al2\2 a2 1

Ebene BCE: 0 { a} a2
B

a
0

a
Ebene ABE: A

(@]

E | a2
al2 \2

a al2 0
CB|O CE -al2 n= \/2
0 al2 \2 1

Winkel zwischen den Ebenen

cos Q=" ¢ = 70,53°
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Oktaeder @ Sechseck im Oktaeder

Die Seitenlange des Sechsecks ist nach dem Strahlensatz 7z a

@ Umschreibender Wiirfel

Da die Diagonale der Grundflache gleich der Gesamthéhe des Oktaeders
ist, 1aRt sich das Oktaeder Uber die Diagonalen in einen Wiirfel
einbeschreiben. Die Eckpunkte des Oktaeders sind die Seitenmittelpunkte
des Wirfels.

© Dipl.-Math.
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Oktaeder @ Eckpunktkoordinaten A
4
Der Mittelpunkt des Oktaeders liegt im Koordinatenursprung. E
Die nachfolgenden Faktoren sind mit der Kantenlange a zu multiplizieren und
damit ergeben sich die dreidimensionalen Koordinaten der Eckpunkte.
Die ersten Koordinatenangaben gelten, wenn die Kanten der Grundflache
parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen. 1
Eckpunkte X y z
A 0,5 -0,5 0 A
B 0,5 0,5 0
C -0,5 0,5 0
D -0,5 -0,0 0
E 0 0 Va2
F 0 0 - Va2 F
Die zweiten Koordinatenangaben gelten, wenn die Diagonalen der
Grundflache auf den Koordinatenachsen liegen
Eckpunkte X y z
A Va2 0 0
B 0 Va2 0
C - V52 0 0
D 0 - 2 0
© Dipl.-Math. E 0 0 Y2
Armin Richter F 0 0 - Y2
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Oktaeder @ Winkel zwischen Hohen benachbarter Seitenflachen
E
c?=a?+ b?-2ab cos
v ho=a * 3
In der nebenstehenden Pyramide auf AAHC bezogen: d =a *\2
d?=(h1)>+ (h1)*>-2 (h1)*cos ¢
2a2=%a*+%a*—2 % a* cos ()
2 =6/4 - 3/2 cos (9)
Y2 =-3/2 cos (p) _ o
14 = cos (9) ¢ = 109,56
@ Beriihrpunkt der Innenkugel
r a v \6 .
cos Y = a}2 = aj2 = %6 siny =113
L,=rcosy =a+%V6+%V6 =al
Setzt man den Koordinatenursprung in M, ist die Komponente L =0
Die x1 — x2 Koordinaten des Punktes T sind mit denen des Punktes L :
identisch. §
T,=rsiny =a+%\6+ %3 =a %\2
0
T=a | % | unterderBedingung, dak M im Koordinatenursprung liegt. |
Y62 ;
Fur die andern drei Punkte oberhalb der x1 — x2 — Ebene vertauschen sich M al2
jeweils die x1 und x2 Koordinaten, bzw. erhalten ein Minuszeichen. Die x3 L : LotfuRpunkt
© Dipl.-Math. Koordinate bleibt fiir alle vier Punkte oberhalb der Grundflache gleich.
Armin Richter
e Treff@®
Lernen
CHRISTINA STRAUCH
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@ Einbeschriebener Wiirfel

© Dipl.-Math.
Armin Richter
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Der Abstand jedes Punktes Ti vom Koordinatenursprung betragt die Grofie
des Inkugelradius. Damit liegen die Punkte auf der Inkugel, aber auch auf
den Seitenflachen. Damit sind sie die Berlhrpunkte.

r2=1/9+2/36 = 3/18 = 1/6

r, =1/6 6
Der horizontale Abstand zwischen zwei benachbarten Punkten Ti betragt:

AT, 2=1/9 +1/9=2/9
AT, =2

Betrachtet man zwei tUbereinander liegende T Punkte, mul® man deren z
Koordinaten addieren. Dabei kommt ebenfalls ¥4 V2 heraus.

Die acht Beruhrpunkte der Inkugel mit
den Seitenflachen bilden einen Wiirfel.

T4 =3
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@ Beruhrpunkte und Seitenflachen

cosy= %6 siny =13

Als nachstes soll die Lange von der Spitze E bis zum Punkt T und die
Lange vom Punkt T bist zum Punkt H berechnet werden. Das ist die
Teilung der Hohe h1 des Seitenflachendreiecks durch den Berihrpunkt
der Inkugel.

HT
al2

2

siny = HT,=%a siny=1%a *%V3=a-%\3

Die Strecke h1 betrégt a » ¥4\3. Damit ist die Lange HT, genau 75 h1 .

H1 ist wegen des gleichseitigen Dreiecks Hohe, Seitenhalbierende,
Mittelsenkrechte und Winkelhalbierende gleichzeitig. Der Schnittpunkt der
Seitenhalbierenden, der Schwerpunkt, teilt die Seitenhalbierende im
Verhaltnis 2 : 1 . Dabei ist der groRere Anteil in Richtung des Eckpunktes.
Die Punkte T teilen genau die Seitenhalbierenden in diesem Verhaltnis.

Die acht BerUhrpunkte der Inkugel mit
den Seitenflachen bilden einen Wiirfel.
Diese Beruhrpunkte sind genau die
Schwerpunkte der Seitendreiecke.

al2

L : LotfuBpunkt
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Dodekaeder # Dodekaeder
@ Die horizontalen Winkel
Jedes Dodekaeder besitzt 20 Ecken, 30 Kanten und 12 Flachen.
: 252°
A E
12
E
\V4
E13
288°
© Dipl.-Math.
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@ Abstand Kantenmittelpunkte vom Mittelpunkt

Dodekaeder

© Dipl.-Math.
Armin Richter

Treff@
Lernen

k2 + (k - ¥4 a)? = h?
k2+k?—ak+%a2=(%haV5+25)
2k2—ak +Via2= % a2(5+25)

2kl—ak+Via2—Ya2(5+2V5) =0

2k2—ak—-a2(1+%\5) =0

K - @ i\/az+4°2°a2'(1+1/z\/5)
102 - 22

k,,=YaatVea\1+8(1+ % \5)
k,=Vat%a\9+45

Tief aus der Trickkiste der Binomischen Formeln:
9+4V5=4 +22+\5+5=(2+ 57

k,=%at%a(2+\5)

k,=a%%((3+5) =a+1,309017

@ Umkugelradius

R2= (1 a) +k?
=% a? + Yie a2 (3 + \5)
=Y a? + Yie a2 (9 + 615 + 5)
=Yia? + Yie a2 (14 + 6V5)
=Yie 4 a2 + Yie @2 (14 + 65)
= Y16 a2 (18 + 6V5)
= Y16 a% (18 + 6V5)

R=a% G(3+5) | =a-14012585

CHRISTINA STRAUCH

und damit der Abstand vom Mittelpunkt zum Eckpunkt

N

|

>0

Symmetrieebene

K

~
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Dodekaeder @ Inkugelradius
Dazu wird das rechtwinklige Dreieck MM E, betrachtet. M1 ist der Mittelpunkt _
des regelmaRigen Fiinfecks indem die Innenkugel die Begrenzungsflachen E - Symmetrieebene
berthrt. Damit die die Strecke M1E4 genau der Umkreisradius des Funfecks. 4 '
Im Dokument zum Finfeck wird der Umkreisradius hergeleitet: M1:
R, \ 9] K
Umkreisradius Flinfeck Umkuge|radius \ 5
_ N10(5+5 -2y TTE :
R,=a 10 R=a%\6 (3 +15) ‘R '
A
‘ R4 ~~§~
‘ "l ”Q
r= R - R? v S S
2 2 '¢" ‘ r "’ . 000'
r2= %%1’6(3_'_\/5)} _[a V1O150+ Q5 } \L Q’QQQ "'
az _a*_ M !
r= 3 6(3+1\5) - 700 10(56++5)
a? a: E
r= g (9+3\5) - 75 (5+15) ’
az az 'l"
P= 39 (45+15V5) — 5 (20+4\5)
2= B o5 11v5) = 24250 + 110 5 | :
"= 40l )= 206 ) L E,
so erweitern, dafd im Nenner keine Wurzel steht
r= %5 V(250 + 110 5)
20
© Dipl.-Math.
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Dodekaeder @ Abstand der mittleren Eckpunkte von Grundseite
. — k-%a h
sin w h, sinw = —dE
k =a%((3+\5) h. =d*sinw
k-Ysa=a%(1++5)
= 1 +
h=a %5 +2V5 d =8 ¥r s 58)
J he = d * sihw
k-%a Y(1+35) \2(5 =5)
h, %5+ 25 he =a+ %\2(7 +315) T o5
Y (1+5)V5— 235 —42% (7 + 3V5) (5= 5)
Y% \5 + 2V5 V5 — 25 )
7= V(20 + 8V5)
(1+5)V5-2v5 25
225-20 1
25 V4(5 +275)
V(1+V5)2 (5 — 2V5) 1
25 V5 V(6 +28)
V(6+25)(5 — 25) h, =a+ ", \5(5 + 2\5)
25 h E16
snw= V10-215 =a? \5 h, = a- 13376382
25
Seitenflinfeck Dodekaeder
a Kantenlange k Abstand Mittelpunkt
h, Hoéhe des Funfecks Seitenkante
R, Umkreisradius Flinfeck R Umkugelradius
r Inkugelradius
d Abstand Eckpunkte
© Dipl.-Math. Die Linie k von M zu K, &Z%?g:berliegender
in Ri i krech Lini
Armin Richter Izsvtvissec%err?% tuzrl]g éme d he Abstand mittlerer
4 7" .
Treff. Eckpunktreihe von
gegenuberliegender
Lernen Srundfiache
CHRISTINA STRAUCH
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Dodekaeder @ Die vertikalen Winkel der oberen Eckpunkte
= L
sin a R
r= 2 (250 + 1105) R= 2\6(3+5) a
nge L \ (250 + 110 \5) %J 10(25 + 1145) e
\[6 (3 +5) 6 (3 +15) 12
Nenner erweitern Zahler erweitern
(3 +V5)(3 —5) (25 + 11V5)( 3 —V5)
=9-5=4 =75 - 55 + 335 — 255 aMm
=20+8+5 h R
Zusammenfassung unter der Wurzel
10(25 + 11v5) _ 10(20 + 8V5) _ 40(5 + 2V5) _ 10(5 + 2V5) _ 5(5 + 215)
6 (3 +5) 64 64 6 3 a
5(5 + 25
sin a = %J (+3—) = 11—5 V15(5 + 2V5) = 0,79465447
E
16
a=52,6226
B a2 al2 =72_ 2 \(3-5) E,
Sln2 = R- | \ =
ald \g(3+v5) \6(3+V5) V6 \/(3+5)(3-15)
2 V(3-15)
V6 4
© Dipl.-Math.
Armin Richter sin% = % \6(3-V5) =0,356822 ‘25 = 20,905
g Treff@® _
& | Lernen B =41,8103
CHRISTINA STRAUCH
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Thema

Gesetze und Regeln

Musterbeispiele

Dodekaeder
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@ Abstand der mittleren Eckpunkte von der Grundseite

r, und h, sind Inkreisradius und h,=a % \5 + 25
Hohe eines Flinfecks.
he=a'/, V5(5+ 275)

h2 p2=5+2V5 _5(5+2V5) _5+2V5  5+2V5
voE 4 25 4 5
55+2V5) 4(5+2V5) _ 5+2+5
20 20 20
=vhz-nz =¥5+2V5
XZ e 245

N5(5+2v5) _

x= 10 1

@ Abstand der mittleren Eckpunkte von der x — y - Ebene

R Umkugelradius R=3a %“/6 (3 +\5)

Der Abstand ist R*— (2r_, . )? 2r, =a V5 (5 +2V5)
5

)226(3+\/5) _5(5+2V5) _3(3+1V5) _ 5+2V5
Flinfeck 16 25 8 5

15(3+V5) _ 8(55+2V5) _ 5-15
40 40 40

Rz — (2r

z.=a+ 1,,N4O(5-5) = a+ 0,262865

@ Die vertikalen Winkel der mittleren Eckpunkte

Lokalisierung von a und 3 siehe vorhergehende Seiten.

_ U N40(5-Y5) a0 (5 —5)(3 —5)

4
sin(a—B)=—¢— = ~ 106 \ (3+5)(3-15)
R %\ 6 (3 +5)

- _Vlg V(5—2V5) =0,18759247 (a—p)=10,812316°

2r

r

Flnfeck

a+ 0,688191 X = r‘1

Fiinfeck

a-+ 1,538842

ZE
a-+ 0,262865

16

R

Funfeck

210 /(20-8V5) _ 245 B=2v5)

10 V6 4

10 V3
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Mathematik — Intensivkurs: Korper
Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Dodekaeder @ Neigungswinkel zwischen benachbarten Flachen E
3
R E4 RFi]nfeck n
hE =a 1/5 A 5(5 + 21]5) E Funfeck . :l
h,=a %\5+25 +
a a
h, 55 +2V5
-2 5 =0,8944272 E
5 - Y, 12 2 r
T N "
y1 = 63,435 A P nteck |
- a- 1,538842
Neigungswinkel der a+ 1,376382
Seitenflache gegen
die Grundflache:
y = 116,565°
v1 e
rFL'mfeck rF[Jnfeck
ae+ 0,688191 a- 0688191 |  ro. p S
Funfeck
E12
© Dipl.-Math.
Armin Richter
Treff®
Lernen
CHRISTINA STRAUCH
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Dodekaeder @ Neigungswinkel zwischen Kanten und Flachen

Sieht man auf den Dodekaeder von oben dann liegen die Eckpunkte der : r

beiden mittleren Linien auf einem Kreis mit dem Radius 2r, . (r, Radiusdes | /N - R F‘f’f“"
Inkreises des Funfecks). Damit ist auch die Linie bis zur Ecke E, gleich 2r,. —” \

Da die Entfernung vom Mittelpunkt zum Eckpunkt E gleich h —r, ist, muss i

der Abstand zur Senkrechten 3r, —h, . :

_. V5(6+2V5
r,.=a 10

h,=a %5 +2V5

3r,—h, =

- 35 _ 1 h

=a 5+ 215 [ 10 2} 1 E

E 7

=a V5+2V5 1/10 (35 - 5) 7 ]

=a '/ V(5 +2\5) (3V5 - 52 2 0,85065
=a 1/,,V(5 +2V5) (70 - 30\5 ) | f

e a- 0,52573111
3r,—h, =a /,,V50-10V5 | =a~ 0,52573111 Py ook E16
a-+ 1,538842
3r,—h, =a ', 50— 10V5 E
a®—3r,—h)?=a*-a* '/ (50 - 10V5) =a2 (1-% + "/,, \5) 7
=a? (Va+ ', \5) =a?",, (5 +5)
h
h.=a ', \10(5 + V5) j
a -+ 0,85065
cos 81 = "/, , V50 — 10V5 =0,52573
© Dipl.-Math. 01 =58,2824°

Armin Richter

Treff@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH

Neigungswinkel der Kante gegenuber der Grundflache
0 =121,7175°

h

Fiinfeck

3r,—h,
a+ 052573

16
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele

@ Diagonale gegeniiberliegender Eckpunkte

Dodekaeder (kein Umkugelradius)

Ein Rechteck zwischen den gegeniberliegenden Kanten.
Gesucht ist die Lange E,E_, die die Entfernung der oberen und unteren

Kante angibt. Die Strecke von M zu K12 ist senkrecht zu E E_,

d? = (2R)? - a2 R=a%\6 (3 +5)

d>=%a%6 (3 +5)—a?
=a2(3/2(3+5)—1)
=a2(7/2+3/25 )
=a2 % (7 + 3 5)

d =a %\2(7 + 3\5) =a-+2,61803398

© Dipl.-Math.
Armin Richter
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele

Dodekaeder @ Koordinaten der Eckpunkte

Jedes Dodekaeder besitzt 20 Ecken, 30 Kanten und 12 Flachen.

Zur Berechnung der Koordinaten der Eckpunkte aus den berechneten Winkeln
mull man den den Radius der AuRenkugel zugrunde legen. Alle Punkte liegen
auf dieser AuRenkugel. Die Koordinaten selbst sind dann tber die Formeln der
Berechnung der Kugelkoordinaten zu berechnen.

x = R *cos (¢) * cos ()
y =R * sin (¢) * cos ()
z =R *sin ()

Da der AulRenkugelradius abhangig ist von der Kantenlange, kann man die
Umrechnung auf die Kantenlange Ubertragen und die Berechnung auf die
Kantenlange beziehen. Die nachfolgenden Faktoren sind mit der Kantenlange
zu multiplizieren und damit ergeben sich die dreidimensionalen Koordinaten

der Eckpunkte.
Eckpunkte X y z
1 0,6881910 0,5000000 1,1135164
2 -0,2628656 0,8090170 1,1135164
3 -0,8506508 0,0000000 1,1135164
4 -0,2628656 -0,8090170 1,1135164
5 0,6881910 -0,5000000 1,1135164
6 1,1135164 0,8090170 0,2628656
7 0,4253254 1,3090170 -0,2628656
8 -0,4253254 1,3090170 0,2628656
9 -1,1135164 0,8090170 -0,2628656
10 -1,3763819 0,0000000 0,2628656
11 -1,1135164 -0,8090170 -0,2628656
12 -0,4253254 -1,3090170 0,2628656
13 0,4253254 -1,3090170 -0,2628656
14 1,1135164 -0,8090170 0,2628656
15 1,3763819 0,0000000 -0,2628656
16 0,2628656 0,8090170 -1,1135164
17 -0,6881910 0,5000000 -1,1135164
© Dipl.-Math. 18 -0,6881910 -0,5000000 -1,1135164
Armin Richter 19 0,2628656 -0,8090170 -1,1135164
20 0,8506508 0,0000000 -1,1135164

Treff@
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CHRISTINA STRAUCH

Damit lassen sich tber die Methoden der Vektorrechnung alle Winkel und

Punkte berechnen.
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Mathematik — Intensivkurs: Korper

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Dodekaeder # Gedrehtes Dodekaeder
Die Bezeichnungen der Ecken sind nicht identisch mit der vorhergehenden. z
Zu jeder Achse zwei senkrechte Kanten.
Die Entfernung gegenuberliegender Kanten wurden auf vorhergehenden Seite E a A 1 E
mit 2,618034 ermittelt. Die Halfte davon sind jeweils die Schnittpunkte mit den 5 /2 a 4
Koordinatenachsen.
a-+ 1,309017
N~
=] R h
S 1
52)
©
E. a+ 1,309017 a+ 1,309017 Eﬂ
y
E, k E,
N~
o
2
™
h1 - h1
©
E1e a E17
Alle drei Koordinaten von E, , E, , E,, E,; sind von vornherein klar.
Alle drei Koordinaten von E  , E, , E,, , E,, sind ebenfalls klar.
E E
16 = a-1,309017 17 Es gibt dann zwei verschiedene Ebenen von Eckpunkten:
E,.E,.E; . E;
© Dipl.-Math. Da der Neigungswinkel zwischen zwei Ebenen 116,565° betragt, ist der und
Armin Richter Winkel der entsprechenden Ebenen zu den Koordinatenebenen 58,2825° . E,,E,

Treff@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH

und die korrespondierenden Eckpunkte unterhalb der x — y - Ebene
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele

@ Die Horizonalwinkel von E9, E10, E11 und E12

Dodekaeder

Die Horizontalwinkel von E, , E, sind ebenfalls klar.
Die Lange der x Koordinaten ist genau k. Die y Koordinate ist 0.

Das Viereck E,, E,, E;, E, muB} horizontal ein Quadrat ergeben.

Das Quadrat liegt symmetrisch zum Mittelpunkt M, damit missen die

Horizontalwinkel der vier Ecken 45° sein.
Die Seitenlange des Quadrates ist jeweils d1 (Diagonale des Fiinfecks).
Damit lassen sich die x und y Koordinaten der vier Eckpunkte bestimmen.

di=%a(\5+1) R =a%\/6 (3 + \5)

x=Ya(\5+1) k=a%(@3+1\5)
y=Ya(\N5+1)

- k
cose= o

=@?L
6

cos € = '/, V6(3 + 5) sin € = "/, V6(3 — V5)

€ =20,905157

© Dipl.-Math.
Armin Richter
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Mathematik — Intensivkurs: Korper

Musterbeispiele

Thema Gesetze und Regeln
Dodekaeder @ Die Vertikalwinkel von E1, E3, E8 und E6
E a+ 1,309017
1 5 1 E4
sinn = % d1=%a(\5+1) '\ E
- E E
5 + 1 R=a "% \6 (3 +5) E ] T 8
" 6 (3+15) 1 ’ :
_ (5+1)V(3=15) ’ f .
~ 6 (3 +5)(3-15) ': 2 :
V(5 + 1)2 (3 = \5) ’ E12 E
V6 (9-5) E. = Ly
- a+\1,300017 4" ' [ 20001
_ (6 +215) (3-5) . a- 1,309017 :
- 26 N !
N8 a2 X Ez‘o‘ __.-"E1~
T 2416 243 T 243
sinn="%+3 cos n="%\6
n = 35,26439°
© Dipl.-Math.

Armin Richter
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Dodekaeder @ Die Vertikalwinkel von E2 und E7
a-+ 1,309017
'Y E
4 5
1
E E,
R
V2 a
a p) k |a
X
a-+ 1,309017
- / o
h, 1
Eso E.;
snw= R=av 6@+ B)
- 2 _ 2V(B-15)
\6(3+V5) V6 (3+V5)(3—15)
_ 24@3-45) _ J@B=15)
26 V6
sin y = Y% V6(3 = V5) cos Y = Y V6(3 +V5)
© Dipl.-Math.

Armin Richter
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W =20,905157°
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Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Dodekaeder @ Koordinaten der Eckpunkte

Da der AulRenkugelradius abhangig ist von der Kantenlange, kann man die

Umrechnung auf die Kantenlange Ubertragen und die Berechnung auf die

Kantenlange beziehen. Die nachfolgenden Faktoren sind mit der Kantenlange

zu multiplizieren und damit ergeben sich die dreidimensionalen Koordinaten

der Eckpunkte.
Eckpunkte x y z
1 0,8090170 -0,8090170 0,8090170
2 1,3090170 0,0000000 0,5000000
3 0,8090170 0,8090170 0,8090170
4 0,0000000 0,5000000 1,3090170
5 0,0000000 -0,5000000 1,3090170
6 -0,8090170 -0,8090170 0,8090170
7 -1,3090170 0,0000000 0,5000000
8 -0,8090170 0,8090170 0,8090170
9 0,5000000 1,3090170 0,0000000
10 -0,5000000 1,3090170 0,0000000
11 0,5000000 -1,3090170 0,0000000
12 -0,5000000 -1,3090170 0,0000000
13 0,8090170 0,8090170 -0,8090170
14 1,3090170 0,0000000 -0,5000000
15 0,8090170 -0,8090170 -0,8090170
16 0,0000000 -0,5000000 -1,3090170
17 0,0000000 0,5000000 -1,3090170
18 -0,8090170 0,8090170 -0,8090170
19 -1,3090170 0,0000000 -0,5000000
20 -0,8090170 -0,8090170 -0,8090170

© Dipl.-Math.
Armin Richter
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