Hypothesentest Seite 1

Grundsatzlich unterscheidet man beim Hypothesentest, ob es sich um die Bestédtigung oder Verwerfung einer
Hypothese handelt, oder ob man zwei Hypothesen gegeniiberstellt, um diejenige zu finden, die wahrscheinlicher
ist.

Einfacher Hypothesentest

Gibt es nur eine Hypothese unterscheidet man zwischen einem linksseitigen und einem rechtsseitigen
Hypothesentest.
Es kommt darauf an, Kriterien zu finden, nach denen die Hypothese

* abzulehnen ist oder

* nicht abgelehnt werden kann.
Grundsitzlich wird eine Hypothese nicht angenommen. Dass eine Hypothese nicht abgelehnt wird, heif3t nicht
automatisch, dass sie richtig ist, sondern nur, dass sie mit dieser Untersuchung nicht widerlegt werden kann.
Andere Tests, die z.B noch nicht bekannt sind, kénnten die Hypothese widerlegen.

Bei einem linksseitigen Test wird die Hypothese aufgestellt:
Liegt die Anzahl der Ereignisse unter einer festgelegten Schranke, dann ist die Hypothese
abzulehnen. Alle Werte, die gréRer sind, widersprechen der Hypothese nicht.

Bei einem rechtsseitigen Test wird die Hypothese aufgestellt:
Liegt die Anzahl der Ereignisse liber einer festgelegten Schranke, dann ist die Hypothese
abzulehnen. Alle Werte, die kleiner sind, widersprechen der Hypothese nicht.

Bei einem zweiseitigen Test lautet die Hypothese:
Liegt die Anzahl der Ereignisse unter einer Schranke oder liber einer Schranke, dann ist die
Hypothese abzulehnen.
(Zumindest fiir das Abitur nicht relevant)

Die Anzahl der durchgefiihrten Proben bezeichnet man mit n, die Anzahl der positiv gefundenen Ereignisse
mit k (entsprechend der Bedeutung in der Binomialverteilung).

Das Problem bei der Durchfiihrung der Tests:
Auch Ereignisanzahlen, die Uber/unter der vorgegeben Schranke liegen sind durchaus méglich, aber wenn

sie eintreten geht man immer davon aus, dass die Hypothese falsch ist, obwohl sie in wenigen Fallen auch
richtig sein kann.

Eine Hypothese wird abgelehnt, obwohl sie richtig ist.
In diesen Fallen spricht man von einem a — Fehler

Die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler ist genau die Summe der Wahrscheinlichkeiten, mit denen das Ereignis
eintreten kann, bei dem die Anzahl k groRer ist als die vorgegebene Grenze.

.Der Test verlief so unglinstig, dass er suggeriert, die Hypothese sei falsch, obwohl sie richtig ist.”
Dieser Fehler ist nicht zu erkennen, man muss mit ihm leben !

Fir das Festlegen der Schranken fir die Ablehnung/Annahme der Hypothese gibt es grundsétzlich

zwei Moglichkeiten:

1. Ist die Anzahl k groBer/kleiner als ein festgelegter Wert k, dann ist die Hypothese abzulehnen.
Die Summe der Wahrscheinlichkeiten, mit denen trotzdem gréRere/kleinere Werte auftreten ist
das Signifikanzniveau fur den a — Fehler

2. Das Signifikanzniveau fir den a — Fehler (Irrtumswahrscheinlichkeit) soll auf einen bestimmten
Wert begrenzt werden. Ab/bis zu welcher Anzahl k ist die Hypothese abzulehnen oder nicht
abzulehnen.
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AlrernaTiver HypoThesentest

Bei einem solchen Test wird die Aussage einer sogenannten Nullhypothese H; gegen eine alternative Hypothese H,

getestet. Ein solcher Test fiihrt immer dazu, dass es fiir die eine Hypothese ein linksseitiger Hypothesentest ist und fiir
die andere Hypothese ein rechtsseitiger Hypothesentest ist.

Ein Hypothesentest flr die Nullhypothese H, gegen die Alternative H, basierend auf den Beobachtungswerten x,, x,, ...,
x, besteht nun aus der Angabe eines kritischen Bereichs K (Verwerfungsbereich) zusammen mit der
Entscheidungsregel:

* Verwerfe die Nullhypothese, falls die Beobachtungswerte im kritischen Bereich liegen.
» Belasse die Nullhypothese, falls nicht.

Ein statistischer Nachweis/Beweis gelingt bloR dann, wenn die Nullhypothese verworfen wird. Belassen der
Nullhypothese bedeutet dagegen nicht, dalt H, damit statistisch bewiesen ist!
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Am besten lasst sich die Problematik an einem Bild veranschaulichen.

Die Nullhypothese entspricht den linken Balken im obigen Diagramm, die Alternativhypothese den rechten Balken. In
beiden Fallen handelt es sich um die Dichtefunktion, dh. die Angabe der Wahrscheinlichkeit fur jeweils einen Wert k
(P(X=k) ).

Die Nullhypothese gilt fir k=0 bis k = 9 (oder10). Die Alternativhypothese von k=3 bist k = 17.

Was bedeutet das fiir den Test:

Werte von k > 10 werden wohl nicht auftreten, denn dann ware die Summe der Wahrscheinlichkeiten bereits so nahe
bei 1, dass man sie als sicher ansehen kann. Bei Werten k < 3 ist die Sache auch soweit klar, dass in diesem Bereich
H, kaum auftreten kann. Was ist aber mit k = 6 oder k = 7. Ist diese Anzahl H, oder H, zuzuordnen.

Und an dieser Stelle kommt genau der a — Fehler zum Tragen:

Legt man die Grenze flr k, zur Bestatigung oder Verwerfung von H, auf den Wert k= 6, dann gehéren die Werte
k > 6 zum a — Fehler. Man lehnt H ab, obwohl es noch richtig sein kdnnte und entscheidet sich fir H, . H, hat
dort bereits eine hthere Wahrscheinlichkeit als H, trotzdem kann auch H; noch existieren.

Die Hypothese H, wird abgelehnt, obwohl sie richtig ist.
In diesen Fallen spricht man von einem a — Fehler oder Fehler 1. Art

Was ist andererseits mit k = 5.
Bei k=5 glaubt man, sich im Bereich von H, zu befinden, weil dort H, eine héhere Wahrscheinlichkeit wie H,
hat. Aber H, ist auch mit k = 5 und k = 4 mdglich. In diesem Fall spricht man von einem 8 — Fehler, man
nimmt H, an, obwohl H, richtig ware.

Die Hypothese H, wird angenommen, obwohl sie falsch ist.
In diesen Fallen spricht man von einem (3 — Fehler oder Fehler 2. Art

B — Fehler setzen immer eine zweite Hypothese voraus und sind fiir das Abitur nicht relevant.
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Die Nullhypothese und Alternative sind nicht gleichwertig:
* Wir wollen unbedingt vermeiden, dal} wir die Nullhypothese verwerfen, obwohl sie wahr ist ("peinlicher
Irrtum”, Fehler 1. Art).
* Wenn unsere Untersuchung nicht genau genug ist (z.B. aufgrund einer zu geringen Stichprobengré3e),
kann es aber durchaus passieren, dall wir einen vorhandenen Effekt nicht
* entdecken, also die Nullhypothese belassen,obwohl sie falsch ist (Fehler 2. Art)

Bei einem Hypothesentest beschreibt das Signifikanzniveau die (maximale) Wahrscheinlichkeit fiir den
Fehler 1. Art, die wir zulassen wollen. Fir unseren Test soll also auf jeden Fall gelten:

P, [(X.X,, ...,X ) liegt im Verwerfungsbereich] < a.

Das bedeutet fur einen rechtsseitigen Test, dass die aufsummierte Wahrscheinlichkeit ab einem Wert k
kleiner als a sein muss
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Das obere Bild zeigt die Dichtefunktionen fiir die gleichen Wahrscheinlichkeiten, aber fiir n = 100. Man erkennt
deutlich, dass die beiden Dichtefunktionen weiter auseinandergezogen sind und die Wahrschein-lichkeiten an der
Grenze (Balken von H, groRer als der von H ) bei 0,05 liegen, wahrend sie bei n=25 bei 0,15 liegen, also wesentlich

groRer. Daraus ergeben sich zwei wesentliche Merkmale:

1. Je naher die Wahrscheinlichkeiten beieinander liegen,
desto schlechter die Trennung in HO und H1

2. Je kleiner der Stichprobenumfang,
desto schlechter die Trennung in HO und H1

Es soll hier auf die Festlegung der Trennstelle eingegangen werden. Bei welchem k legt man die kritische Zahl fest.
Klar ist bei allen Fallen, wenn man den a — Fehler verkleinern will, erhéht man den 3 — Fehler und umgekehrt.

Je gréfier das k, desto kleiner der a —Fehler , und desto gréer der § — Fehler

Je kleiner das k, desto kleiner der B — Fehler und desto gréRer der a —Fehler

Eine sinnvolle Trennstelle ist offenbar dasjenige k, an dem die Saule fiir die Hypothese H, kleiner wird, als die
Saule fir H,. In diesem Beispiel ist das genau zwischen den Werten k = 34 und k = 35 der Fall.
Also ist einer dieser Werte eine gut geeignete Trennstelle.
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AlrernaTivrest bei BinomialverTeilungen

Eine Fabrik liefert Schachteln mit Schrauben hoher Qualitat (10% der Schrauben sind fehlerhaft ) und minderer
Qualitat ( 40% fehlerhaft ) an eine Baumarktkette.

Wahrend des Ausladens geht bei einigen Verpackungen das Etikett ab. Da man nicht weil3, ob es sich um Schrauben
1. oder 2. Wahl handelt, muss ein Verfahren gefunden werden die Schrauben in kirzester Zeit der richtigen Qualitat
zuordnen zu kdnnen.

Weiter sei gegeben, dass sich in jeder Schachtel 300 Schrauben befinden.

Alternativtest: Man muss zwischen zwei Annahmen / Vermutungen / Hypothesen entscheiden.

(1) Formulieren der Hypothese
HO: "Die Schachtel ist hoher Qualitat" Nullhypothese
H1: " Die Schachtel ist minderer Qualitat" Alternative Hypothese

(2) Entscheidungsregel/ Priifverfahren/ Test wird festgelegt

Da es zu zeitaufwendig ware, alle 300 Schrauben zu untersuchen werden stattdessen nur 10 Schrauben zufallig
aus der Schachtel entnommen und getestet.

Dabei legt man fest, dass wenn mehr als 3 Schrauben unbrauchbar sind, die gesamte Schachtel der 2. Wahl
angehdren muss.

X := "Anzahl der schlechten Schrauben"

0 < x < 3: Die Schachtel ist gute Qualitat
Entscheidung fiir H;, gegen H, => Annahmebereich fir H,

3 <x =10 : Die Schachtel ist minderer Qualitat

Entscheidung fir H,, gegen H, => Annahmebereich von H,, bzw.
Ablehnungs-/ kritischer Bereich von H,

(3) Mogliche Falle beim Prufen

Realitat Entscheidung aufgrund des Testverfahrens
H, ist wahr (p, = 0.1) 0 =x <3 Annahme von H, 3 <x =10 Ablehnung von H,
richtige Entscheidung falsche Entscheidung, Fehler 1.Art
H, ist wahr (p, = 0.4) 0 =x <3 Ablehnung von H, 3 <x =10 Annahme von H,
falsche Entscheidung, Fehler 2.Art richtige Entscheidung

Beim alternativen Test méchte man mit méglichst groRer Wahrscheinlichkeit die richtige Entscheidung treffen.
Trotzdem kénnen falsche Zuordnungen vorkommen, jedoch im mdglichst geringen Mal3.

(4) Berechnung der Fehler 1.und 2. Art

Fehler 1. Art: n=10; p0=0,1; k>3

P(X> 3)=1-F,_(3)=0,01279

10;0.1(

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Kiste gute Qualitat enthalt (d.h. H, richtig ist), man sie aber dennoch ablehnt ist
1,28%. (Fehler 1. Art)

Fehler 2. Art: n=10; p1=04; k<3

P(X< 3)= F,,.(3)=0,38228

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Kiste 2. Wahl enthalt ( d.h. H, richtig ist), aber sie trotzdem ablehnt ist 38.23%.
Oder:
Die Wahrscheinlichkeit, dass H, falsch ist, man sie aber dennoch als richtig annimmt betragt 38.23%.

Oder:
Irrtimlicherweise halt man 38.23% der schlechten Schachteln fir gut.
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 DichtekpOVerichte p1. |

Die linken Saulen stellen die Dichtefunktion der
Hypothese H, dar.

H, soll abgelehnt werden, wenn die Anzahl
groBer als 3 Stick betragt.

Damit sind fiir den a — Fehler die Wahrschein-
lichkeiten ab der Position k = 4 aufzuaddieren.

P(X=k)

0,01116
0,00149
0,00014

oA~ X

Summe: 0,01279

(s. Wert fiir den a — Fehler auf der
vorhergehenden Seite)

Die rechten Saulen stellen die Dichtefunktion der

Hypothese H, dar.
H, soll abgelehnt werden, wenn die Anzahl
weniger als 4 Stiick betragt.

Damit sind fiir den 8 — Fehler die Wahrschein-
lichkeiten bis zur Position k = 3 aufzuaddieren.

k

0
1
2
3

P(X=k)
0,0060
0,0403
0,1209
0,2150

Summe: 0,3822

(s. Wert fiir den 8 — Fehler auf der

vorhergehenden Seite)

Die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler ist dem Baumarkt zu groR. Das ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Schraubenkiste nur 2. Qualitat hat, aber als 1. Qualitat eingestuft wird. Deshalb will man den Test verdndern. Da
die StichprobengréfRe mit 10 sehr klein gehalten wurde, entscheidet man sich die Stichprobengré3e zu verandern.

Die Stichprobengréfie wird auf 20 Schrauben erhéht, die Kiste wird als 2. Qualitat eingestuft, wenn mehr als 4

schlechte Schrauben dabei sind.

Das Problem soll an Hand der Funktionsbilder untersucht werden.
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Der a — Fehler liegt jetzt bei 0,04317

und der B — Fehler bei 0,05095

Auf die Berechnung soll hier nicht noch einmal eingegangen werden.
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Linksseitiger Hypothesentest bei Binomialverteilungen

Ablaufschema beim linksseitigen Hypothesentest

1) Festlegung der Hypothesen: H:p2p, (H;:p<p,)

(beim linksseitigen Hypothesentest immer P 2 P, )

2) Festlegung des Stichprobenumfangs n und der Irrtumswahrscheinlichkeit a
3) Festlegung der Zufallsvariablen X (immer) und ihrer Verteilung (verlangen manche Lehrer nicht; in der Schule ist
es fast immer die Binomialverteilung)

4) Bestimmung der linken Grenze gL aus der Bedingung P(X < g,) < a und damit des Ablehnungsbereichs K = {0,

9}
5) Angabe der Entscheidungsregel oder Entscheidung aufgrund eines konkreten Stichprobenergebnisses

Bei einem linksseitigen Hypothesentest sprechen kleine Werte der Zufallsvariablen gegen die Hypothese, also
Werte, die links auf dem Zahlenstrahl bzw. links vom Erwartungswert liegen. Wenn eine Partei behauptet, sie habe
einen Stimmenanteil von mindestens 40 %, macht es uns stutzig, wenn zu wenige Leute behaupten, diese Partei

wahlen zu wollen.

Beispiel

Bei einer Wahl hatte eine Partei einen Stimmenanteil von 40 %. Nach der Wahl hat sie einige unbequeme
Maflnahmen ergriffen, und man vermutet, dass der Stimmenanteil gesunken ist. Bei einer Umfrage unter 100
Personen geben 33 an, dass sie die Partei wieder wahlen wirden. Kann man hieraus bei einer

Irtumswahrscheinlichkeit von 5 % schlieRen, dass der Stimmenanteil gesunken ist?

Losung

1) Wir fihren den Hypothesentest nach dem Muster durch:
H:p204;, H:p<04

2) n=100; a =0,05

3) X = Anzahl der Personen in der Stichprobe, die die Partei wieder wahlen wiirden
X ist bei wahrer Nullhypothese binomialverteilt mit den Parametern n =100 und p = 0,4

4) P(X=g,) =0,05 = g _= 31 (Tabelle siehe Riickseite); Ablehnungsbereich K= {0, ..., 31}

5) Da 33 ¢ K ist, kann man bei einer Irtumswahrscheinlichkeit von 5 % nicht behaupten, dass der Stimmenanteil
der Partei gesunken ist.
Ware kein Stichprobenergebnis bekannt, so wiirde man an dieser Stelle die Entscheidungsregel formulieren:
Wenn héchstens 31 Leute angeben, die Partei wieder wahlen zu wollen, kann man bei einer

Irrtumswahrscheinlichkeit von 5 % behaupten, dass der Stimmenanteil der Partei gesunken ist.
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Wertetabelle fir Summierte
Binomialverteilung fir n = 100

undp=0,4
0.50 Linksseitiger Hypothesentest
o454 L
0,40 - 7777777777777777777777 ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
0,35 _,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,% ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
EO 30 - ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 03068 .
<’ 1 1
= | |
§0’25 NN B L
[} | |
S | |
90,20 e e 07 Ci t B b SRR
& | |
30,15 - ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
o104 e
| § Y0.0913 3 PU— @ ]*'6'6'5*’
0,05 + ¢ == == = s -j_,_ .o 03953’,.,;.Oﬁlfr’_j,_+-.:“_L:__.__,_..,.¢:_-r.-:'_'f.‘i"_,_{-.,.,_,f__,.,.f.J,_,.
‘ YRS S *
0,00 1 1 1 1 1 1 1 1
27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
-® Dichte & Verteilungsfunktion *¥Y*Obere alpha Grenze
k B.000.4(K) Fiono4(K) Die strich-punktierte Linie kennzeichnet die Grenze fiir die Irrtums-
27 0,00220 0,004600 wahrscheinlichkeit von 5% = 0,05. Dieser Wert liegt zwischen den k-Werten
28 0,00383 0,008433 31 und 32.
29 0,00634 0,014775 Wenn sich immer noch 33 Personen fiir diese Partei entscheiden, dann liegt
30 0,01001 0,024783 dieser Wert nicht im Ablehnungsbereich.
31 0,01507 0,039848 Man kann daraus nicht schlieBen, dass der Stimmenanteil gesunken ist.
32 0,02166 0,061504
33 0,02975 0,091254
34 0,03908 0,130337
35 0,04913 0,179469
36 0,05914 0,238611
37 0,06820 0,306810
38 0,07538 0,382188
39 0,07989 0,462075
40 0,08122 0,543294
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Warum steht beim linksseitigen Hypothesentest: H : p 2 p,

Der Anbieter eines Medikamentes sagt: Sein Produkt hat eine Heilungsquote von 8% (p, = 8%). Wir als Nutzer haben
Zweifel an der Quote und meinen er (bertreibt : p < 8%. Das ist die Hypothese H,. Wenn die Heilungs-quote gréRer
ist, haben wir Pech gehabt, also gehéren alle Wahrscheinlichkeiten p > p; zur positiven Seite des Anbieters, damit
gehoren zur Anbieterseite: p 2 p,. Das ist die Hypothese H, die wir widerlegen wollen, weil unsere Auffassung lautet:

p < 8%. Das bedeutet, wenn bei einer Auswahl von Personen sehr wenige Personen geheilt sind, dann spricht das
gegen die Aussage des Anbieters. Damit liegt der Ablehnungsbereich links, bei kleinen Werten, damit ein Linksseitiger
Hypothesentest.

H,: p20,8 und n =100 und als Signifikanzniveau a = 0,1

0’30 | | |
0,2611
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Die Grenze des Ablehnungsbereichs fiir p = 0,8 liegt bei k = 74. Fir p = 0,8 tritt der Wert k = 74 selbst nur mit einer
Wahrscheinlichkeit von 3,1 % auf, der Wert 73 mit einer Wahrscheinlichkeit von 2,1 %.
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Fir p = 0,75 treten Werte von k < 74 schon mit einer Wahrscheinlichkeit von 44,6% auf, dh. sie sind viel haufiger. Der
Wert von k = 74 allein tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 8,8%. Erscheinen also Werte, die kleiner als 74 sind, dann
spricht das eher fiir eine kleiner Wahrscheinlichkeit, da der Wert bei 8% doch relativ selten auftritt.

Mit der kleinsten angegebenen Wahrscheinlichkeit ist der
» Ablehnungsbereich bereits so weit nach unten verschoben, dass man bei noch kleineren Werten die angegebene
Wahrscheinlichkeit nicht mehr glauben kann.
» der Annahmebereich vom Erwartungswert aus so weit nach links verschoben ist, dass die Mdglichkeit eines
Auftretens noch kleinerer k Werte als selten bei der angegebenen Wahrscheinlichkeit ansehen muss.

Im angegebenen Fall liegt der Erwartungswert bei E(X) = n+p =100 + 0,08 = 80. Man rdumt die Mdglichkeit ein, dass
man zuféllig eine ungunstige Probe zieht und lasst noch zu, dass weniger Personen von dem Medikament geheilt
werden, ab noch weniger als 74 lassen Zweifel aufkommen.
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Beispiel.

Ein GroRhandler verkauft Gluhbirnen an einen Baumarkt. Er gibt an, dass von den Glihbirnen (mindestens) 95% in
Ordnung sind. Der Baumarkt zieht eine Probe von 400 Glithbirnen und will auf Grund dieser Stichprobe entscheiden,
ob er eine grofRere Menge Gluhbirnen bestellt. Wie kdnnte eine Entscheidungs-regel lauten, so dass der Baumarkt in
95% der Falle richtig liegt?

Die Art des Tests

Da man durch einen Test eine Hypothese nie beweisen kann, sondern sie bei einer groRen Abweichung héchstens
verwerfen kann, wird der Baumarkt fir den Test davon ausgehen, dass weniger als 93% der Glihbirnen in Ordnung
sind. In diesem Fall p, = 93%. Als Abnehmer stellen wir uns auf den Standpunkt, die Angabe des Anbieters ist falsch

(Er ,lugt’). Dann ist fur uns als Abnehmer der Fall uninteressant, wenn mehr als 93% funktionierende Glihbirnen
vorhanden sind, fiir uns ist nur interessant, wenn weniger als 93% intakte Glihbirnen vorhanden sind. Damit ist
unsere Behauptung p < 93%. Das ist die Hypothese H, !

Damit bleibt fir die Aussage des Anbieters als Erweiterung p =2 93%. Das ist die Hypothese H,, der wir nicht trauen
und die wir widerlegen wollen.

Kleinere Wahrscheinlichkeiten bringen eine Binomialverteilung hervor die sich nach links verschiebt. Damit
verschiebt sich der Erwartungswert (hdchste Saule) und seine Umgebung (die Werte, die am haufigsten auftreten)
auch nach links. Das stért uns nicht.

Grolere Wahrscheinlichkeiten verschieben die Funktion nach rechts. Das heifdt, kleinere Wahrscheinlich-keiten
verschieben den Erwartungswert nach links. Das wollen wir nicht, das ist flir uns unglinstig. Also sagen wir: Kleine
Werte k, die kleiner, als ein von uns festgelegtes k; sind, dlrfen nur selten auftreten. Damit sollen Werte, die kleiner
als k, sind insgesamt (alle noch kleineren) héchstens mit einer Wahrscheinlichkeit von a (Signifikanzniveau)

auftreten. Damit entsteht ein linksseitiger Test, da der Ablehnungsbereich am linken Ende der
Wahrscheinlichkeitsfunktion auftritt.

0,50 — linksseitiger Hypothesentest
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—— Dichte —#— Verteilungsfunktion =% Obere alpha Grenze

Interpretation der Kurve:
Bei k, = 362 wird das erste mal die Grenze von 5% unterschritten. Findet man bei den 400 Glihbirnen weniger als 362

intakte Gluhbirnen, sind Zweifel an den 93 % angebracht. Der Erwartungswert ist in diesem Fall

E(X)= ne+p=400-0,93 = 372. Bei einer ,idealen® Stichprobe sollte man 372 intakte Glihbirnen finden. Natirlich kann
man auch weniger finden, wenn man unguinstig zieht. Aber weniger als 362 ist schon unwahrscheinlich. k = 362 allein
tritt schon nur noch mit einer Wahrscheinlichkeit von 1,2% und alle kleineren Ergebnisse noch seltener. Da sind Zweifel
an der Wahrscheinlichkeit von 93% gegeben. Geringere Wahrscheinlichkeiten verschieben die Kurven nach links,
damit treten kleiner Werte haufiger auf.
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Rechrsseitiger Hyporthesentest bei Binomialverteilungen

Ablaufschema beim rechtsseitigen Hypothesentest

1) Festlegung der Hypothesen: H:p<p,;; (H;:p>p,)

(beim rechtsseitigen Hypothesentest immer P < P,)

2) Festlegung des Stichprobenumfangs n und der Irrtumswahrscheinlichkeit a
3) Festlegung der Zufallsvariablen X (immer) und ihrer Verteilung (verlangen manche Lehrer nicht; in der
Schule ist es fast immer die Binomialverteilung)

4) Bestimmung der rechten Grenze g, aus der Bedingung P(X 2 g.) < a und damit des Ablehnungsbereichs K

={gz ..., N}
5) Angabe der Entscheidungsregel oder Entscheidung aufgrund eines konkreten Stichprobenergebnisses

Bei einem rechtsseitigen Hypothesentest sprechen groRe Werte der Zufallsvariablen gegen die Hypothese, also
Werte, die rechts auf dem Zahlenstrahl bzw. rechts vom Erwartungswert liegen. Wenn eine Firma behauptet, sie habe
bei der Produktion von Taschenrechnern eine Ausschussquote von héchstens 5 %, macht es uns stutzig, wenn zu
viele defekte Taschenrechner reklamiert werden.

Beispiel
Die Behauptung der Firma soll mit einer Stichprobe von 100 Taschenrechnern untersucht werden. Wie viele
defekte Taschenrechner missen mindestens gefunden werden, damit man bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von

10 % schlieBen kann, dass die Ausschussquote héher als von der Firma angegeben ist?

Losung
Wir fihren den Hypothesentest nach dem Muster durch:
1) H,: p=0,05, H,;:p>0,05
2)n=100;a=0,10
3) X = Anzahl der defekten Taschenrechner in der Stichprobe
X ist bei wahrer Nullhypothese binomialverteilt mit den Parametern n = 100 und p = 0,05
4) Ansatz: P(X2g_.) < 0,10
5) Da eine solche Wahrscheinlichkeit nicht direkt aus der Tabelle abgelesen werden kann, muss man zunachst
umformen bzw. zum Gegenereignis bergehen:
P(X2g.)=<0,10  P(X=<g,,)20,90 = g, , = 8 (aus Tabelle) = g, = 9;
Ablehnungsbereich K = {9, ..., 100}
6) Wenn mindestens 9 defekte Taschenrechner entdeckt werden, kann man bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von 10 % behaupten, dass die Angaben der Firma nicht zutreffen.
Nur wenn ein Stichprobenergebnis bekannt ware, kdnnte man ein konkretes Urteil fallen.

© Dipl.-Math. Armin Richter www.treff-lernen.de


http://www.treff-lernen.de/

Hypothesentest Seite 11

Wertetabelle fiir die umgekehrte
Summierte Binomialverteilung flr

n =100 und p = 0,05

Binomialfunktion

oo

i ‘ ‘ ‘ 00001

0,0 f
o 1 3 4 5 Tere 8 9 10 11 12 13 14 15
-# Dichte & Verteilungsfunktion *¥*Obere alpha Grenze
umgekehrte
Dichte Verteilungsfunktion An der umgekehrten Verteilungsfunktion (Linie mit den
0 0,005920 1,000000 Quadraten) ist zu erkennen, dass die Irrtumswahrschein-lichkeit
1 0,031161 0,994079 von 10% = 0,1 zwischen den k Werten8 und 9 liegt.
2 0,081182 0,962919 Bei k = 9 kann man bei einer Irtumswahrscheinlichkeit von 0,1
3 0,139576 0,881737 davon ausgehen, dass die Fehlerrate von 5% nicht stimmt.
4 0,178143 0,742161 Die Summe von 9 bis 30 ergibt 0,0631 (s. Kurvenbild). Die
5 0,180018 0,564019 Summe von 8 bis 30 ergibt 0,1280, also mehr als 0,1
6 0,150015 0,384001
7 0,106026 0,233986
8 0,064871 0,127960
9 0,034901 0,063090 Der Erwartungswert E(X) ist fiir diese Binomialverteilung
10 0,016716 0,028188 E(X)=nep=100+0,05=5
11 0,007198 0,011472 und die Streuung
12 0,002810 0,004274 5=VYnpq=+100+0,05+0,95=2,18
13 0,001001 0,001464
14 0,000327 0,000463
15 0,000099 0,000136

ACHTUNG Bei der Berechnung der umgekehrten Verteilungsfunktion

Die summierte Verteilungsfunktion binomcdf(n,p,k) liefert fir n = k immer den Wert 1, da dann alle méglichen
Wahrscheinlichkeiten summiert sind. Damit wird bei der Berechnung von 1 — binomcdf(n,p,n) immer der Wert 0
entstehen. Aber die Einzelwahrscheinlichkeit fir n ist niemals 0, sondern immer ein Wert grof3er O,

namlich binompdf(n,p,n). Deshalb ist bei der umgekehrten Wahrscheinlichkeit immer ein k Wert weniger zu benutzen.
Damit sieht die notwendige Formel so aus:

1- binomcdf(n,p,k-1)

Die Werte von k sind bei der Eingabe in den GTR jeweils die X-Werte in der ersten Spalte.

© Dipl.-Math. Armin Richter

www.treff-lernen.de


http://www.treff-lernen.de/

Hypothesentest Seite 12

Warum steht beim rechtsseitigen Hypothesentest: H : p<p,

Der Anbieter Elektronikteilen sagt: Sein Produkt hat eine Ausfallquote von 4% (p, = 4%). Wir als Nutzer haben Zweifel an
der Quote und meinen er untertreibt : p > 4%. Das ist die Hypothese H,. Wenn die Ausfallquote kleiner ist, haben wir
Pech gehabt, also gehéren alle Wahrscheinlichkeiten p < p, zur positiven Seite des Anbieters, damit gehtren zur
Anbieterseite: p < p,. Das ist die Hypothese H,, die wir widerlegen wollen, weil unsere Auffassung lautet: p > 4%. Das

bedeutet, wenn bei einer Auswahl von Teilen sehr viele Teile ausfallen, dann spricht das gegen die Aussage des
Anbieters. Damit liegt der Ablehnungsbereich rechts, bei groRen Werten, damit ein Rechtsseitiger Hypothesentest.

H,: p =0,4 und n =100 und als Signifikanzniveau a = 0,1
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k Werte

Die Grenze des Ablehnungsbereichs fiir p = 0,4 liegt bei k = 47. Der Wert 47 selbst tritt nur mit einer Wahr-scheinlichkeit
von 2,9% auf und alle groReren Werte noch seltener. Insgesamt treten alle Werte, die gréfRer sind als 47 nur mit einer
Wahrscheinlichkeit von 0,093 auf.
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Bei einer Wahrscheinlichkeit von p = 0,45 treten Werte, die gréer als 47 sind, mit einer Wahrscheinlichkeit von 38%
auf, damit viel haufiger. Der Wert 47 selbst mit einer Wahrscheinlichkeit von 7,3 %. damit sprechen grofiere Werte als
47 wohl eher dafiir, dass die tatsachliche Wahrscheinlichkeit gréer als 4 % ist.

Mit der groBten angegebenen Wahrscheinlichkeit ist der
* Ablehnungsbereich so weit nach rechts verschoben, dass man bei noch grofieren Werten eher Zweifel an der
Wahrscheinlichkeit hat, als dass man eine ungtinstige Stichprobe erhalten hat.
» der Annahmebereich bereits so weit nach rechts verschoben ist, dass man bei noch gréfReren Werten an der
Wahrscheinlichkeit zweifelt.

Im angegebenen Fall liegt der Erwartungswert bei E(X) = n < p =100 « 0,04 = 40. Man raumt die Mdglichkeit ein, dass
man zufallig eine ungiinstige Probe zieht und lasst noch zu, dass mehr Teile als diese 40 ausfallen kénnen. Aber eine
noch grofRere Anzahl als 47 lasst dann doch Zweifel aufkommen.
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Beispiel.

Ein GroRhandler verkauft Glihbirnen an einen Baumarkt. Er gibt an, dass von den Glihbirnen (héchstens) 5% defekt
sein kénnen. Der Baumarkt zieht eine Probe von 400 Gliihbirnen und will auf Grund dieser Stichprobe entscheiden,

ob er eine grolRere Menge Glihbirnen bestellt. Wie kdnnte eine Entscheidungs-regel lauten, so dass der Baumarkt in
95% der Falle richtig liegt?

Das Signifikanzniveau

Das Signifikanzniveau ist 5%. Da der Baumarkt mit einer Defektrate unter 7% zufrieden ist, wird er beispiels-weise ein
Ergebnis von 2% defekten Gluhbirnen nicht als Ablehnungsgrund fiir die Lieferung ansehen. Der Ablehnungsbereich
kann damit komplett auf einer Seite des Erwartungswertes liegen.

Die Art des Tests

Da man durch einen Test eine Hypothese nie beweisen kann, sondern sie bei einer groRen Abweichung héchstens
verwerfen kann, wird der Baumarkt fiir den Test davon ausgehen, dass mehr als 7% der Glihbirnen defekt sind. Man
setzt die Angabe des Anbieters, dass muss nicht immer ein Produkt sein, mit einem Gleich-heitszeichen an. In diesem
Fall p, = 7%. Als Abnehmer stellen wir uns auf den Standpunkt, die Angabe des Anbieters ist falsch (Er ,lGgt*). Dann ist
fur uns als Abnehmer der Fall uninteressant, wenn weniger als 7% defekte Glihbirnen vorhanden sind, fiir uns ist nur
interessant, wenn mehr als 7% defekte Glihbirnen vorhan-den sind. Damit ist unsere Behauptung p > 7%. Das ist die
Hypothese H, !

Damit bleibt fir die Aussage des Anbieters als Erweiterung p < 7%. Das ist die Hypothese H,, der wir nicht trauen und
die wir widerlegen wollen.

Kleinere Wahrscheinlichkeiten bringen eine Binomialverteilung hervor sich die nach links verschieben. Damit verschiebt
sich der Erwartungswert (hdchste Saule) und seine Umgebung (die Werte, die am haufigsten auftreten) auch nach links.
Das stort uns nicht.

GroRRere Wahrscheinlichkeiten verschieben die Funktion nach rechts. Das heilt, grolRere Wahrscheinlich-keiten
verschieben den Erwartungswert nach rechts, gréRere werte treten 6fter auf. das wollen wir nicht, das ist fir uns
ungunstig. Also sagen wir: Grole Werte k, die groRer, als eine von uns festgelegtes k; sind, dirfen nur selten auftreten.
Damit sollen Werte, die gréfer als k, sind insgesamt (alle noch gréfieren) héchstens mit einer Wahrscheinlichkeit von a

(Signifikanzniveau) auftreten. Damit entsteht ein rechtsseitiger Test, da der Ablehnungsbereich am rechten Ende der
Wahrscheinlichkeitsfunktion auftritt.
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Das sind die zugehérigen Funktionskurven: Dichtefunktion (Einzelwahrscheinlichkeiten) und umgekehrte
Verteilungsfunktion (1 — F400;0|05(k-1) ).

Interpretation der Kurven:

Bei der angegebenen Wahrscheinlichkeit von 7% sollten bei einer ,normalen” Stichprobe etwa 19 oder 20 defekte
Gluhbirnen auftreten. Der Erwartungswert liegt bei E(X) = n « p =400 « 0,05 = 20. Da man bei den Stichproben auch
Pech haben kann und zuféllig mehr defekte Gluhbirnen findet, sind also auch Werte gré3er als 20 durchaus noch
moglich. Betrachtet man die Einzelwahrscheinlichkeit k = 23, so kann diese immer noch mit einer Wahrscheinlichkeit
von 6,8 % auftreten. Aber der Wert k = 28 nur noch mit einer Wahrscheinlichkeit von 1,7 %, alle groferen Werte
noch seltener , dh.: méglich, aber eher unwahr-scheinlich. Deshalb legen wir fest, die Summe der
unwahrscheinlichen Ergebnisse sollen insgesamt nicht mehr als 5 % betragen.

GroRere Werte bedeuten, dass die Dichtefunktion weiter nach rechts riickt, das bedeutet aber, dass die
Wahrscheinlichkeit groRer als 7% betragt. Ab k = 28 ist mit 0,048 der kritische Bereich erreicht.
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