Diskrete Verteilungen
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Kombinatorik

n Auswahl aus einer n Menge

@

alle unterscheidbar

nicht alle unterscheidbar

_ o000 000 oe0
22 000 000 'Y X )
‘T X

E 000 eoeoe
o c

=< n': 31=6 k—g:%=3

alle Positionen
verschiedene Farben

vertauschte Positionen
nicht unterscheidbar

Permutation
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Seite 2 Diskrete Verteilungen

Kombinatorik

k Auswahl aus einer n Menge

-

mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen
o0 00 00 o0 00
.2 @0 00 00 00 00 s
t; 00 00 00 00 00 g
§§ nk: 32=9 (n[‘ii)!: 3:2:1 =321=6 >
alle Positionen besetzt es fehlen die gleichfarbigen
o0
i: @0 00 o0 S
5 00 00 00 00 o0 |
- [n+k—1}_ [3+2—1}=6 m: {3%3 £
k . 2 k 2 §
es fehlen die vertauschten | es fehlen die gleichfarbigen
und die vertauschten
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1. Mit Zurucklegen

Wahrscheinlichkeitsereignisse, die mit Zurlicklegen auszufiihren sind, haben bei jedem neuen Versuch
wieder die die gleichen Verhaltnisse, wie am Anfang. Damit gibt es flr jeden Versuch eine feste
Wahrscheinlichkeit, die sich mit der Anzahl der Versuche nicht andert.

Betrachtet man Versuche ,mit Wiederholung®, dann kann man zunachst den Baum erstellen.

Bekanntermalen sind Ziehungen mit Zurlcklegen
stochastisch unabhangig. Damit sind die
Wahrscheinlichkeiten an allen Baumen gleich.

>
>

>

M
N —
A Damit gilt fur die Wahrscheinlichkeit von einer
A < A Stufe zur nachsten:
N _
P(X,=A)= MIN P(X, =A) = (N-M)/N
P(X,=A)= M/N P(X, =A) = (N-M)/N
N—M A B -
N / A P(X,=A)=M/N P(X,=A)=(N-M)/N
Nh
N

NN

Allgemein kann man fir die Wahrscheinlichkeit, dass nach k — Versuchen k mal das Ereignis A eingetreten
ist und damit bei n Versuchen notwendigerweise n — k mal das Ereignis A eingetreten sein muss, folgende
Wahrscheinlichkeiten ermitteln:

P(X, = A) = [%}k P(X. = &) = EN'G_M}n—k

Die Wahrscheinlichkeiten sind an allen Baumen gleich und sind nur abhangig von der internen
Verteilung der Eigenschaften (z.B. Farben), aber nicht davon, wie viele Elemente gezogen
werden. Die Anzahl der gezogenen Element findet nur in den Exponenten ihren Niederschlag.
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Diskrete Verteilungen

1.1. Mit Zuriucklegen, mit Reihenfolge

1.1.1. Zwei Unterscheidungsmerkmale

In einer Urne sind

N Kugeln Es werden
Kugel
M rote Kugeln rk‘ ugeln gezogen

N—-M schwarze Kugeln

Kugeln davon sollen rot sein

Fir geordnete Stichproben ist im Baumdiagramm jeder Pfad einzeln zu betrachten.

Kombinatorik: .Variation mit Wiederholung*

Aus der Kombinatorik lasst sich folgende Formel herleiten:

auszuwahlen

Gesamtanzahl: N rote Kugel: Mk schwarze Kugel: (N—M)n-x
Anzahl der Méglichkeiten Anzahl der Méglichkeiten Anzahl der Moéglichkeiten
» aus N Kugeln * aus M roten Kugeln * aus N — M roten Kugeln
* n Kugeln * k Kugeln * n—k Kugeln
* mit Wiederholung * mit Wiederholung * mit Wiederholung

auszuwahlen

auszuwahlen

da k rote Kugeln (nur) gezogen wurden, missen n—k Kugeln schwarz sein:

Dabei ist M

N

M X (N_M)n—k Mk (N_M)n—k

P -

Nn = Nk Nn-k

- pk qn—k

= p die Wahrscheinlichkeit aus N Kugeln M rote zu ziehen, und

Nﬁ—M = q die Wahrscheinlichkeit aus N — M schwarzen n — k schwarze zu ziehen.

1.1.2. Drei Unterscheidungsmerkmale

gezogene rote Kugeln : r Wahrscheinlichkeit rote Kugeln :

P,

gezogene weil’e Kugeln: w  Wahrscheinlichkeit weil’e Kugeln: p_
gezogene blaue Kugeln: b Wahrscheinlichkeit blaue Kugeln:  p,

r+w+b=n

Zuerst werden nur zwei Unterscheidungsmerkmale betrachtet, da daflr die Formel gesichert ist.
Es sollen r rote und n — r nicht rote gezogen werden

Damit werden insgesamt n Kugeln angeordnet, die die Anzahl der Méglichkeiten angibt.

r n-—r r r
PX=0=1p (1-pP) = p (p,*p) = P, (P,*P,

w+b

)W

b
(b, +Py)

Aus n —r =w + b nicht rote Kugeln sollen w weil3e und b blaue gezogen werden, b blaue sind damit
auch b ,nicht weil3e“ also n — r — w von der verbleibenden Gesamtanzahl.

Bezeichnet man die Gesamtzahl der roten Kugeln mit R, die der weifsen mit W und die blauen mit B,
so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit aus: p, = R/(R+W+B) usw.

Fur den Teil, dass jetzt nur noch weiflde und blaue Kugeln aber keine roten mehr betrachtet werden,
andern sich die Wahrscheinlichkeiten:

www.treff-lernen.de
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Seite 5
W W N P,

= b +p (nur an den weilken Kugeln demonstriert)
w b

W+B = (W+B):N
w n-r—w
Pn—ppw(X:kw):( F')"W } F')"b = pW v pb b
; pr P,) |PytP, p.+p p N

+
w b w p

Da beide Ereignisse unabhangig sind, sind die Wahrscheinlichkeiten zu multiplizieren.

- - — — — r b
Pn;pr;pw;pb (X - (r,W,b) ) - Pn;pr(x - r) * Pn;(1.p);(n_r)(x - n_r) - pr (pw + pb) W (pw + pb)

w b p, |V P b
P« (P, *P,) (Py+P,) [p +pj [p Jf’p}
w b w b

= P P. B

1.1.3. Vier Unterscheidungsmerkmale

Es sind rote, griine, blaue und weif3e Kugeln vorhanden. Die Wahrscheinlichkeiten, jeweils eine
davon zu ziehen, betragen p,, p;, p; und p,, (die Summe betragt 1) Die Wahrscheinlichkeit, genau r
rote, g griine, b blaue und w weile (insgesamt n) MIT ZURUCKLEGEN zu ziehen ist :

P - pRr pGg pBb pWW
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1.2. Mit Zuriucklegen, ohne Reihenfolge

Dieser Fall kann nicht Gber die Kombinatorikformel hergeleitet werden, da die Anzahlbestimmung [n—k+1}
zu keiner Laplace — Wahrscheinlichkeit fihrt. Deshalb wird hier auf die vorhergehende Herleitung
zurlickgegriffen und zusatzlich die Anzahl der Pfade bestimmt.

1.2.1. Zwei Unterscheidungsmerkmale

In einer Urne sind

N Kuael Es werden
M UtgeK” | n Kugeln gezogen
rote rugein k Kugeln davon sollen rot sein

N—M schwarze Kugeln

Fir ungeordnete Stichproben sind im Baumdiagramm die Pfade zusammenzufassen, die zur gleichen
Auswahl fiihren

Wie viele Pfade gibt es in einem Baumdiagramm, die zur jeweils gleichen Ereignisanzahl fiihren.
Dazu liefern die kombinatorischen Regeln den Weg:

Es ist die Permutation von n Elementen gesucht, bei der jeweils k und n — k Elemente sich nicht
unterscheiden lassen. Damit handelt es sich um eine Permutation mit Wiederholung.

Die zugehorige Formel lautet: n!
k! (n—k)!

Diese Formel entspricht genau der Definition des Binomialkoeffizienten. Damit ergibt sich die Wahr-
scheinlichkeit fiir n—maliges Ziehen mit Wiederholung mit k positiven Ereignissen und n — k negativen
Ereignissen Uber alle mdglichen Zweige des Baumdiagramms:

n—k
n M k N-M _[n] K qn-k
k| |N N “lk) P
Das ist genau die Formel der Binomialverteilung.

1.2.2. Drei Unterscheidungsmerkmale

gezogene rote Kugeln: r Wahrscheinlichkeit rote Kugeln : P,
gezogene weille Kugeln: w  Wahrscheinlichkeit weil3e Kugeln : p_
gezogene blaue Kugeln: b Wahrscheinlichkeit blaue Kugeln :  p,

r+w+b=n

Es sollen r rote und n — r nicht rote gezogen werden
Damit werden insgesamt n Kugeln angeordnet, die die Anzahl der Méglichkeiten angibt.

n-r n! r n-r n! r w+b

B e R e e TR e e A A R

_ n!
T(n=ntrl

Aus n —r = w + b nicht rote Kugeln sollen w weif3e und b blaue gezogen werden,

b blaue sind damit auch b ,nicht wei3e” von der verbleibenden Gesamtanzahl.

Bezeichnet man die Gesamtzahl der roten Kugeln mit R, die der weiflen mit W und die blauen mit B,
so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit aus: p, = R/(R+W+B) usw.

Fir den Teil, dass jetzt nur noch weile und blaue Kugeln aber keine roten mehr betrachtet werden,
andern sich die Wahrscheinlichkeiten:

W W N Py

W+B = (W+B) N ~ p,+p, (nur an den weilen Kugeln demonstriert)

r w b
p, (p,*P,) (P,*P)
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—r = n—-r—w
P (X=k)= "= Cp MR (T L (=) P MR
n-r;pw w w pr+pb P, * P, (n=r—w)! w! LPW“Lpb Py * Py
_=n [ Pu " P b
T blwl (P, *tR,) (PytR

Da beide Ereignisse unabhangig sind, sind die Wahrscheinlichkeiten zu multiplizieren.

n! r +p)" +b.(n—r)!(pwwpbb
n—nn P Purp) (PP ol wl 1P, %P, |Py*P,

= n! (n—r)! r + w + b ( pw w pb b
TR P, (P, *tP,) (P,*Py) B,7P (Puth,

n! r w b
rl bl w! P P Py

1.2.3. Vier Unterscheidungsmerkmale

Es sind rote, griine, blaue und weilte Kugeln vorhanden. Die Wahrscheinlichkeiten, jeweils eine davon
zu ziehen, betragen p., p,, p; und p,, (die Summe betragt 1) Die Wahrscheinlichkeit, genau r rote, g

griine, b blaue und w weile (insgesamt n) MIT ZURUCKLEGEN zu ziehen ist :

= n ' r b w
P rl g! bl w! P’ Pe’ Pg” Pu
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2. Ohne Zurucklegen

Wahrscheinlichkeitsereignisse, die ohne Zuriicklegen auszufiihren sind, kénnen nicht mit Wahrschein-
lichkeiten arbeiten, da sich diese standig andern.
Solche Aufgaben kdnnen nur Uber die (aktuellen) Anzahlen berechnet werden.

Betrachtet man Versuche ,ohne Wiederholung*“, dann ergibt sich folgender Baum:

M-2
N-2
N-1 T
N-M
N—2
A
M M-1
N N-M > N=
N—1 A
\
N—M-—1
N—2
M—1
N—2
M A
N-M N—1 T
N N—M—-1
N—2
A M
N—2
N-M-1 ~ A
N—1 T~
N—M-—
N—2

M M1 M2
N N-1 N-2
M M-1 N-M
N N-1 N-2
M N-M M—1
N N-1 N-2
M N-M  N-M-1
N N—-1 N—2
N-M M M1
N N-1 N-2
N-M M N-MA1
N N-1 N-2
N-M N-M-1 M
N N—1 N-2
N-M N-M-1 N-M-2
N N-1 N-2

|
|

AAA A

M(M-1) (N-M)

N (N-1) (N-2)

M(M-1) (N-M)

N (N-1) (N-2)

M__(N-M)(N-M-1)
N (N-1) (N-2)

M (M-1) (N-M)

N (N-1) (N-2)

M__(N-M)(N-M-1)
N (N-1) (N-2)

M (N-M)(N-M-1)
N (N-1) (N-2)

Es ist zu erkennen, dass die Nenner in allen Fallen gleich sind. AuRerdem sind die Wahrscheinlichkeiten
fur und fur ebenfalls gleich, unabhangig davon, wann welches Ereignis eingetreten ist.

Bei Ziehungen ohne Zurlcklegen andert sich an jedem Baum die Wahrscheinlichkeit, da mit jedem Ziehen
die Anzahl der Kugeln sich reduziert, aber auch die Farbzusammensetzungen andern sich standig.

Zwei Ziehungen

Bei beliebigen N und M ergeben sich fiir die Anzahlen in Zahler und Nenner folgende Briiche:

Zweimal Ereignis A:

M M! Mm!
P(X,=A)= N M (M-1 (M-2) _ (M-2)t2
M N (N-1) N! - N!
POGEAIX=A) = N (N-2)! (N-2)! 2!
Das erste Mal Ereignis A, das zweite Mal Ereignis A :
M
N (N-M)! M! (N-M)! [MMN-M}
P(X,=A)= N NoM M (NM) - (M-1)! (N-M-1)! _ (MU (N-M-1) T q1qp 1 1
P(X,=A | X,=A) = N-1 N (N-1) _NL N! 2t~ N (2
(N-2)! (N-2)r 2! [2} h]

www.treff-lernen.de
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Das erste Mal Ereignis A . das zweite Mal Ereignis A :

N-M . : . M || N-M
_ o= } es entsteht der gleiche Quotient wie im [ J [ j
PX,=A)= N M MW((NN_I;A)) vorhergehenden Fall, deshalb gibt es LA
P(X, = A[X,=A) = Ne1 die gleiche Umrechnung. N] [2}

2 1
Zweimal Ereignis A:
(N-M)! (N-M)! EN-M}
PO =Ry = —NT\I'V' N-M) (N-M-1)  (N-M-2) (M2 2
[ Y Vi N (N-1) NI NI N
PX,=AX=A)=  N-1 (N-2)! (N-2)! 2 A

Drei Ziehungen

Dreimal Ereignis A:

M M! M! [MJ
P(X=A)= N M(M-1) (M2) - (M3 (M)t (3

M1 N (N-1) (N-2) Nt NI N
P(X,=A| X,=A) = N-1 Vo (N-3)! (N-2)! 3! [3}

P(X,=A| X,=A| X,=A) = N-2

Das erste Mal Ereignis A, das zweite und dritte Mal Ereignis A

M
N ML (N-M)!
= = N
P, é) N—M M (N-M) (N-M-1) = (M-DE (N-M-2)E
P(X,=A | X,=A)= N-1 N (N-1) (N-2) NI
o M= (N-3)!
PX,=A | X,=A | X,=A)= N-2
M! (N-M)! M! (N-M)! [M}[N'M}
(M-I (N-M-2)1 28 4101 (=11 1! (N—,;\lﬂ—l\g)'! 20 4 _ L2
N! 37 N! 3. (N] (3
(N-3)! 3! (N-3)! 3! 121 [3} [1]

Rechnung mit Doppelbriichen

Der Zahler wird durch 3! dividiert, der Nenner aber nur durch 2! (1! ist 1 und damit uninteressant).
Deshalb muss der Nenner noch durch 3 dividiert werden, damit die Briiche Ubereinstimmen.

Das erste und das zweite Mal Ereignis A, das dritte Mal Ereignis A

M
N ML (N-M)!
PX=A)= N M1 M (M-1) (N-M) = (M2 (N-M-1)E
P(X,=A|X,=A)= N-1 N (N-1) (N-2) N -
_ N-M (N-3)!
P(X,=A | X,=A| X,=A) = N-2
ML (N-M)! ML (N-M)! [MJ N-M}
(M-2)! 20 (N-M-1UTL 4o (M2120 (N-M-) (200 1
NI T NI 3 (N] (3
(N-3)! 3! (N-3)! 3! 2111 3 [2}

Der zweite Binomialkoeffizient entsteht aus dem gleichen Grund wie oben.

© Dipl.-Math. Armin Richter www.treff-lernen.de
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Dreimal Ereignis A:
N-M

PX=A)= N AN-MY (N-M)E EN—M}
1 N—M-—1 (N-M) (N-M-1) (N-M-2) _ (N-M-3)!  (N-M-3)13t [ 3
P(X,=A|X,=A)= N-1 N (N-1) (N-2) N T N (N
-~ - _ N-M-2 (N-3)! (N-2)! 3! [3]
P(X,=A | X,=A | X,=A) = N-2

Bericksichtigt man weiterhin, dass alle Binomialkoeffizienten, deren untere Zahl Null ist, den Wert 1 besitzen,

dann kanﬁﬁf; (;:/:Tnde Erganzung VT;ES:M} W N W
T

3xA: ———— = 2xA;1xA: -~ 1xA;2xA:

Y Bl

n Ziehungen
Aus den ersten k Ereignissen A Aus den folgenden n—k Ereignissen A
ergibt sich: ergibt sich:
M M-1 (M-2) ... (M=k+1) N-M N-M-1 N-M-2 ...N-M—(n—k-1)
N N-1 N-2 (N—k+1) N-k  N—k-—1 N-k-2 N— (n—1)

Zahler und Nenner der beiden Ausdriicke sind Produkte von aufeinanderfolgenden naturlichen Zahlen.
Solche Produkte kann man als Fakultaten schreiben. Aber die Fakultaten sind nicht vollstandig, da die
Produkte nicht bis zum Faktor 1 fallen, sondern an unterschiedlichen Stellen vorher enden. Deshalb
mussen die Werte ausgeglichen werden:

N . M! .. . (N-M)! ) N!
1 Zanhler: (M—K)! 2. Zahler: (N-M—(n—k))! Nenner: (N=n)!
M N—M)!
(M=)l (N-M—(n—k))! | Wahrscheinlichkeit eines Pfades beim ,Ziehen ohne Zuriicklegen®
N!
(N=n)!

Zahler und Nenner kann man in Binomialkoeffizienten umschreiben, wobei auch da Fakultatsausdriicke
fehlen:

ML M k[ M _(N=M _ (N-M)  (n=k)! | N-M (n—K)!
(M—K)! = (Mk) Kk | k| K (N-M=(n—k))! ~ (N-M—(n—k))! (n-k)! = | n— '
Nl __NL_nl _[N]
(N-n)l ~ (N=n)l nl ~ | n|™

Mit dieser Umformung lassen sich die Ausdriicke in folgende Formel umwandeln:

m ! @1\"} (ot 'ﬁﬂ [ﬂ"} W
e T

Fir ungeordnete Stichproben gibt es im Baumdiagramm zu jedem Ereignis mehrere Pfade.

Das ist die Wahrscheinlichkeit eines Pfades bei:
* N Kugeln davon
* M Kugeln von der gesuchten Farbe
N — M Kugeln von anderer Farbe
mit n Ziehung ohne Zurlcklegen
bei der k Kugeln der gesuchten Farbe gezogen werden.

Die Anzahl aller Pfade ergibt sich aus m

www.treff-lernen.de © Dipl.-Math. Armin Richter
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2.1. Ohne Zuriicklegen, mit Reihenfolge

2.1.1. Zwei Unterscheidungsmerkmale

In einer Urne sind Es werden
N Kugeln n  Kugeln gezogen
M rote Kugeln k Kugeln davon sollen rot sein

N - M schwarze Kugeln
Fur geordnete Stichproben gibt es im Baumdiagramm zu jedem Ereignis nur einen Pfad.

Kombinatorik: ,Variation ohne Wiederholung* (NN!n)| N nPr (N —n)

Aus der Kombinatorik I&sst sich folgende Formel herleiten:

N - (N=M)!
Gesamtanzahl: N ’\iln)! rote Kugel: (M —K)! schwarze Kugel: (N—';\l/l —I\(/In—k) )
Anzahl der Méglichkeiten Anzahl der Méglichkeiten Anzahl der Moglichkeiten
+ aus N Kugeln + aus M roten Kugeln * aus N — M schwarzen Kugeln
* n Kugeln * k Kugeln * n—kKugeln
+ mit Wiederholung * mit Wiederholung * mit Wiederholung
auszuwahlen auszuwahlen auszuwahlen

da k rote Kugeln (nur) gezogen wurden, missen n—k Kugeln schwarz sein:

GTR
M! (N —M)!
M-kt (N-M-n+k) M nPr (M=k) + (N — M) nPr (N—M—n—k)
P - N! N nPr (N —n)
(N—-n)!
M! (M
M—k)! = [M'\fk] k! ‘[k]k!
(N—M) N—M N_M
(N-M-n+k)! ~ |[N-M-n+k | (n=K! = n—k | (n=k)

'V'] [N—M} M [N—M} GTR
! — k)
[k k' | h—k (n—k)! [k Nk 1

= MnCrk ¢ (N—M)nCr (n—k)
[n] N nCrn n nCr k
k

Das ist Hypergeometrische Verteilung (ohne Zuriicklegen) dividiert durch die Anzahl der Pfade, da
wegen der Reihenfolge jeder Pfad einzeln betrachtet werden muss.

© Dipl.-Math. Armin Richter www.treff-lernen.de
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2.1.2. Drei Unterscheidungsmerkmale

gezogene rote Kugeln:  r
gezogene weile Kugeln: w
gezogene blaue Kugeln: b

Anzahl rote Kugeln : R
Anzahl weiRe Kugeln: W
Anzahl blaue Kugeln: B

r+w+b=n R+W+B=N

. NI . R nicht rote Kugeln: — =R

Gesamtanzahl: (N—n)! rote Kugeln: (R—1)! 9 (N-R — (n—r) )!
R! (N-R)!
Formel zur Unterscheidung von zwei Farben. Zun&chst (R=r)! (N=R=n+r)
wird nur unterschieden zwischen ,rot“ und ,nicht rot‘. Das P =
ist eine Unterscheidung in zwei Farben. N!
(N=n)!

_ (N=-RY  _ N-R (n—r) = N-R (n—n
(N=R-n+Kkl = [N—R—n+r| """ [n_r -

RO __R o _|[ R |y=|Rlg
R=n! = (R=n!r R-r] r

CORMAEEBE

Aus N — R =W + B nicht rote Kugeln sollen w weil3e und b blaue gezogen werden, b blaue sind damit auch b
»hicht weil3e* von der verbleibenden Gesamtanzahl. Damit ist die Anzahl der ,nicht roten* Kugeln wieder in zwei
Farben getrennt.

w N-R-W Wi B bl Wi B! W! B!
[ }W! [ }(”-f-w)! w | b (W-w)! (B-b)! (W—-w)! (B-b)!
w n—r—w _
- (W +B)! (N—=R)!
N_R}‘”‘r” ﬂ?ﬂ(n—r» W+B-W+b)l  (N-R-n+n)
n-—r
Die Multiplikation mit dem Faktor flr die roten Kugeln liefert folgende Formel:
[rR} [E—_rR] (n-nt [m {E} w! b! RI (N-R)! Wi BI
. R=n! (N=-R=-n+r)! (W—-w)! (B-b)!
N n! N-R N! ~
4] LS e
[RNWMB} R! w! B!
_ IR R-0l W-w) B_D)
! NI
[r,ﬂ ’ (N=n)!

2.1.3. Vier Unterscheidungsmerkmale

Sind R,G,B,W rote, griine, blaue und weil3e Kugeln (zusammen N) vorhanden und wir ziehenr, g, b, w rote,
grune, blaue und weilRe (insgesamt n) OHNE ZURUCKLEGEN, so ist die Wahrscheinlichkeit daftr

Bl

P -

Hlk

it

|

N
n

J

r' g! b! w!
n!

R! G!

B! w!

R-1! (G-g) (B-b) (W-w)

N!
(N = n)!
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2.2. Ohne Zuriicklegen, ohne Reihenfolge

2.2.1. Zwei Unterscheidungsmerkmale

In einer Urne sind

N Kugeln

M rote Kugeln

N —M schwarze Kugeln

Es werden
n Kugeln gezogen
k Kugeln davon sollen rot sein

Gesamtanzahl: { E}

rote Kugel: [I\Iﬂ

. IN=M
schwarze Kugel: [ N k]

Anzahl der Moglichkeiten
» aus N Kugeln
* n Kugeln
* mit Wiederholung
auszuwahlen

Anzahl der Moglichkeiten
» aus M roten Kugeln
* k Kugeln
* mit Wiederholung
auszuwahlen

Anzahl der Moglichkeiten
* aus N — M roten Kugeln
* n—k Kugeln
* mit Wiederholung
auszuwahlen

M N-M GTR
k n-k
MnCrk » (N—M)nCr (n—k)

P= [ } N nCrn

N
n

Hypergeometrische Verteilung

n
Die Anzahl aller Pfade ist die gleiche, wie bei der Binomialverteilung: [k}

Die Pfadanzahl ist in der Formel bereits enthalten und darf nicht zusatzlich multipliziert werden.

2.2.2. Drei Unterscheidungsmerkmale

gezogene rote Kugeln: r Anzahl rote Kugeln : R
gezogene weille Kugeln: w  Anzahl weife Kugeln: W
gezogene blaue Kugeln: b Anzahl blaue Kugeln: B

r+w+b=n R+W+B=N

Es sollen r rote und n — r nicht rote gezogen werden

Damit werden insgesamt n Kugeln angeordnet, die die Anzahl der Moglichkeiten angibt.

) ()
y

Aus N — R =W + B nicht rote Kugeln sollen w weif3e und b blaue gezogen werden,
b blaue sind damit auch b ,nicht weife“ von der verbleibenden Gesamtanzahl.

Y=y
i

© Dipl.-Math. Armin Richter

www.treff-lernen.de



http://www.treff-lernen.de/

Seite 14 Diskrete Verteilungen

Die Multiplikation der beiden Wahrscheinlichkeiten liefert folgende Formel:

y y

2.2.3. Vier Unterscheidungsmerkmale

Sind R,G,B,W rote, griine, blaue und weile Kugeln (zusammen N) vorhanden und wir ziehen r, g, b, w
rote, griine, blaue und weilde (insgesamt n) OHNE ZURUCKLEGEN, so ist die Wahrscheinlichkeit daftir

£ )1

P -
N
n
[R] G [B} [Wj R! Gl B! w!
r)lg) b)) (w (RN 1l (G-g)! g (B-b)! bl (W-w)!w!
N!
[m (N-n)! n!
R! G! Bl W!  (N-n)! ol
(R-r)!  (G-g)! (B-b)! (W-w)! N! rl g!' b! w!
_RU 123.. (RnN(Rr+1)...R (Rr+1)...R 123 .. (N-n)
(R-n)! 123...(R) 123.. (N-n) (N-n+1).. . N
G! 123...(G-g)(G-g+1)...G (G-g+1)...G
(G-g)! 123...(Gg)
B! 123...(B-b) (B-b+1)...B (B-b+1)...B
(B-b)! 123...(B-b)
w! 123, (W-w) (W-w+1) .. . W (W-w+1) ... W
(W-w)! 123 .. .(W-w)
R...(Rr+1) B ...(B-b+1) G ... (G-g+1) W (W-w+1)

N...(N-r#1) (N-r)...(N-r-b+1) (N-r-b)...(N-r-b’g+1) (N-r-b-g)...(N-r-b-g-w+1)

www.treff-lernen.de © Dipl.-Math. Armin Richter



http://www.treff-lernen.de/

Diskrete Verteilungen Seite 15

2.3. Beziehungen zwischen den Verteilungsfunktionen

In einer Urne befinden sich N = 13 Kugeln: S= 6 schwarze, R =4 rote und G= 3 griine Kugeln.
Wir ziehen n = 9 mal ohne Zuricklegen.

Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, dass dabei

s =4 mal die schwarze Kugel, r= 3 mal die rote Kugel und g= 2 mal die griine Kugel kommt ?

Kombinatorik: ,Kombination ohne Wiederholung*

H trische Verteil .
»ohne Reihenfolge ohne Wiederholung* ypergeometrische Yertetiung

[31 [VR} [;3] m [g][g] _ 2!62! 1!4!3! 1!3!2! _ _6l 4! 3! 41 91 _ 36
m [193} ﬁ 141 1030 112 !

im Taschenrechner: 6nCr4 » 4nCr3 « 3nCr2

13nCr9
Aus der Permutation folgt: 9 Kugeln lassen sich in 9! Mdglichkeiten anordnen.
davon sind : 4 schwarze nicht unterscheidbar 4!
davon sind : 3 rote nicht unterscheidbar 3!
davon sind : 2 griine nicht unterscheidbar 2!

o 9!
und es ergeben sich insgesamt =5, verschiedene Anordnungsméglichkeiten = Pfade.

Diese vier Faktoren treten in der Hypergeometrischen Verteilung an verschiedenen Stelle auf.
Sie sind jeweils der Bestandteil des Binomialkoeffizienten, der die Anzahl der ausgewahlten Kugeln angibt.

6! 4! 3! 4! 9!
21 41 11 31 1121 13!
Fasst man die Fakultaten der Pfadfaktoren zusammen ergibt sich:
6! 4! 3! 4! 9!
20 1 1 13 4! 3! 2!
Der restliche Ausdruck der nicht mehr die Pfadanzahl erhalt ergibt in ausgeschriebener Form:
654324 4321 321 I e
2+ 1 1 13121110...54 324
6 54 3 4 3 2 3 2
13121110 9 8 7 6 5

Da es auf die Reihenfolge nicht ankommt, kann man die Wahrscheinlichkeit fur eine Anordnung
ermitteln und dann mit der Anzahl der Pfade multiplizieren.

S S s S rrr g g Anzahl der Pfade
6 54 3 4 3 2 3 2 9!
13121110 9 8 7 6 5 4! 3! 2!

Fir die 1. schwarze Kugel gibt es :
schwarze Kugel gibt es :
schwarze Kugel gibt es :
schwarze Kugel gibt es :

Far die 2.
Fir die 3.
Fir die 4.

Fir die 1.
Far die 2.
Fir die 3.

Far die 1.
Fir die 2.

Die Anzahl der Pfade ist identisch mit der Anzahl der Pfade in der verallgemeinerten Binomialverteillung.

rote Kugel gibt es :
rote Kugel gibt es :
rote Kugel gibt es :

grine Kugel gibt es :
grine Kugel gibt es :

6 Mdglichkeiten von 13
5 Mdglichkeiten von 12
4 Mdoglichkeiten von 11
3 Moglichkeiten von 10

4 Moglichkeiten von 9
3 Mdglichkeiten von 8
2 Mdglichkeiten von 7

3 Mdglichkeiten von 6
2 Mdoglichkeiten von 5

© Dipl.-Math. Armin Richter

www.treff-lernen.de



http://www.treff-lernen.de/

‘ Seite 16 Diskrete Verteilungen

Kombinatorik: ,Variation ohne Wiederholung®

»,mit Reihenfolge ohne Wiederholung* (kein Name)

Wahrscheinlichkeit eines Pfades Anzahl der Pfade
S S s s rrr gg
6 54 3 4 3 2 3 2 9! -9 sl _ n!
131211 10 9 8 7 6 5 4] 31 2! 41 51 213! sl rl g!
6! 4! 3! 9] (5 nl Mm-s
(6-4)! (4-3) (3-2)! 5|13 s r
13!
(13-9)!

S! R! Gl Das ist die Wahrscheinlichkeit fur einen Pfad (= mit
(S _'S)| R _ N (G — ) Reihenfolge) mit s schwarzen, r roten und g griinen
' ' 9r _nl Kugeln
NI sl rl g! multipliziert mit der Anzahl aller Pfade ergibt das
m wieder die Wahrscheinlichkeit ohne Zurtcklegen und
' ohne Reihenfolge

im Taschenrechner : 6nPr4 - 4nPr3 « 3nPr2 9nCr5 « 5nCr3
13 nPr9

Inwieweit diese Formel einfacher ist, als die urspriingliche Formel der hypergeometrischen Verteilung sei
mal dahingestellt. Da das Produkt der hinteren beiden Binomialkoeffizienten die Anzahl der Pfade darstellt,
ergibt der erste Ausdruck mit den nPr die Wahrscheinlichkeit jeweils eines Pfades.Dafiir ist der erste
Ausdruck gut zu gebrauchen, an Stelle der Division der Hypergeometrischen Verteilung durch die Anzahl
der Pfade.

Kombinatorik: ,Variation mit Wiederholung*

,mit Reihenfolge mit Wiederholung® (kein Name)

Fir die Wahrscheinlichkeit der schwarzen Kugeln erhéalt man bei ,mit zurticklegen®:
S S

S+R+G ~ N
6
werden 4 schwarze von 13 Kugeln gezogen erhalt man flr jede einzelne Kugel 13

«

4
und damit fiir die 4 schwarzen Kugeln insgesamt [13] Kombinatorik: ,Variation mit Wiederholung
6 6 6 6 _ 6 {s]s

13 13 13 13 13* [N

Damit wirde sich bei Zuriicklegen und der entsprechenden Anzahl Ziehungen als Wahrscheinlichkeit fur
einen Pfad ergeben:

RO

Kombinatorik: ,Kombination mit Wiederholung* Binomialverteilung
,ohne Reihenfolge mit Wiederholung*
multipliziert mit der Anzahl der Pfade o r:_|! J ergibt sich die Formel der Binomialverteilung
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Da aber ohne Zuricklegen gezogen wird andern sich die Faktoren in Zahler und Nenner, da jeweils
eine Kugel weniger vorhanden ist und auch eine schwarze Kugel weniger vorhanden ist.

Kombinatorik: ,Variation ohne Wiederholung*

»,mMit Reihenfolge ohne Wiederholung* (kein Name)

6 5 4 3 4 3 2 3 2
13 12 11 10 9 8 7 6 5 6 - 4 . 3 s RI al

6 nPr 4 . AnPr3 - 3nPr2 (6-4)! « (4-3)! + (3-2)! (S=s) (R=n! (G-9)!
13nPr9 - OnPré - 6nPrd 131« 9 . @l NI (N-n)l__ (N-n-r)!

(13-9)! « (9-6)! - (6-4)! (N-=n)! (N-n-S)! (N-n-S-R)!
N=13 S= 6 schwarze, R =4 rote G = 3 grune Kugeln.
n=9 s = 4 schwarze Kugel, r= 3 rote Kugel g = 2 grune Kugel

Variation bedeutet ,mit Beachtung der Reihenfolge®. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, die bei ,Variation*
angegeben wird immer die Wahrscheinlichkeit eines Pfades. Arbeitet man ,ohne Beachtung der Reihenfolge*
werden alle Pfade mit den gleichen Farb — (Eigenschafts)zusammen- stellungen zu einem Ergebnis
zusammengefasst. Deshalb ist dann die Wahrscheinlichkeit der ,Variation“ mit der Anzahl der Pfade zu
multiplizieren und man erhalt die Wahrscheinlichkeit der ,Kombination (ohne Beachtung der Reihenfolge).

Die Anzahl der Pfade berechnet sich aus der Permutation: Es werden insgesamt 9 Elemente gezogen,
deshalb gibt es 9! verschiedene Anordnungen.

Innerhalb dieser Anordnung lassen sich die Vertauschungen der 4 schwarzen Kugeln nicht unterscheiden,
nach auen wirken sie wie eine Anordnung. 9!
4!

Innerhalb dieser Anordnung lassen sich aber auch die Vertauschungen der 3 roten Kugeln nicht
unterscheiden, nach aufien wirken sie wie eine Anordnung. 9!

413

ebenso fir die zwei griinen Kugeln, die gezogen werden sollen: a g: ol

Kombinatorik: ,Permutation mit Wiederholung®

9l 9! 5! n!

413121 T4 5 2131 T sl g!

“[3) (3)=[3) )
5/ 13 s r
s! R! G!
(S=s)! (R=r)! (G-g) n!

N! (N-n)! (N-n-r)! sl rl g!
(N-n)! (N-n-S)! (N-n-S-R)!

im Taschenrechner : - 6nPr4 « 4nPr3 < 3nPr2 .
13nPro « 9nPr6 « 6npra  ONCTS cSnCr3
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2.4. Rechenschema fiir alle Falle

Zeilenprodukt Gesamtanzahl
Eigenschaft 3
Gesamtanzahl 0 18
gezogene Anzahl
Wahrscheinlichkeit 6 8 4
18 18 18
2 3 2
Wahrscheinlichkeit [ ] [ } [ J
6 8 4 0,000482
hoch Anzahl 18 18 18
18
Binomialkoeffizient 6 8 4 5040 31824 [7 }
2 3 2
Fakultat 2! 3! 2! 5040 7!
ol 6! 8! 4l 160 392 960 —— O
obere Faktorielle n—K! |(6=2) (8-3) (4-2) (18- 7)!
Welche Werte werden an welcher Stelle gebraucht ?
; L . 5 040 . . .
ohne Reihenfolge ; mit Zurlcklegen + 0,000482 Binomialverteilung
mit Reihenfolge ; mit Zuriicklegen 0,000482 ein Pfad der Binomialverteilung
. . 5 040 . .
ohne Reihenfolge ; ohne Zurtcklegen 31824 Hypergeometrische Verteilung
; ; . . — — | ein Pfad der
mit Reihenfolge ; ohne Zuriicklegen 160 392 960 | Hypergeometrische Verteilung
_ _24_ 5040 | Hypergeometrische Verteilung
5040 31824 | dividiert durch die Anzahl der Pfade

www.treff-lernen.de
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3. Binomialverteilung

Aufgaben dieser Art behandeln die sogenannte Binomialverteilung von Wahrscheinlichkeiten. Zur Lésung wird
das Urnen-Modell verwendet.

In einem Gefal (Urne) befindet sich eine bestimmte Anzahl von Kugeln. Die Gesamtzahl der Kugeln ist die
Menge n. Jede einzelne Kugel ist Element der Menge n. Jede Kugel besitzt ein bestimmtes Merkmal. Aus der
Anzahl der Kugeln (Elemente) mit demselben Merkmal ergibt sich die Haufigkeit und daraus wiederum die
Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten des Merkmals.

Beispiel 1

Befinden sich im Gefall 36 schwarze und 12 weille Kugeln, dann treten mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,75
oder 75 % schwarze und mit 0,25 oder 25 % weif3e Kugeln auf.

Bei diesen Aufgaben gibt es immer 2 mdgliche Merkmale bzw. deren Wahrscheinlichkeiten. Sollten mehr als 2
Merkmale auftreten, dann wird im Urnen-Modell ein einzelnes Merkmal fiir sich genommen und die restlichen
Merkmale zu einem zweiten Merkmal zusammengefasst.

Die Wahrscheinlichkeiten flr beide Merkmale werden mit p und q bezeichnet, wobei q auch
Gegenwahrscheinlichkeit heil’t. Daher gilt:

Formel 1 p
q

1-q
1-p

Wahrscheinlichkeiten haben immer einen Wert zwischen 0 und 1 oder in Prozent ausgedriickt zwischen 0 %
und 100 %. Es genlgt also p zu berechnen, die Differenz zu 1 ist dann die Gegenwahrscheinlichkeit q.
Mindestens eine der beiden Wahrscheinlichkeiten ist bei diesen Aufgaben immer gegeben, sonst kénnen sie
nicht gelést werden. Wenn mehr als 2 Merkmale vorhanden sind, werden alle auf3er dem p - Merkmal zur
Gegenwahrscheinlichkeit q der GUbrigen Merkmale zusammengefasst.

Mit dem Gefa3-Modell kdnnen viele praktische Aufgaben geldst werden. Dabei wird ein tatsachlicher
Sachverhalt fiir das Gefal3-Modell vereinfacht. Man nennt das auch: abstrahieren. Man muss immer feststellen,
welche tatsachlichen Gegenstande die Gesamtmenge n darstellen und welche Merkmale fir p und q stehen. Im
weiteren Sinne wird statt Merkmal auch der Begriff Ereignis verwendet. Das bedeutet soviel wie: ein
bestimmtes Merkmal trifft zu oder ereignet sich. So werden Merkmale und Ereignisse sachlich gleichbedeutend
verwendet.

Zur Loésung der Aufgaben wird gedanklich folgendes Experiment (Versuch) durchgefiihrt. Aus der
Gesamtmenge n (aus dem Gefal3) wird eine festgelegte Anzahl Kugeln herausgenommen und es wird
Uberprift, welches Merkmal p oder q diese Kugeln tragen. Entsprechend kann man auch sagen, es wird
gepruft, welche Ereignisse p oder g beim Herausnehmen eingetreten sind. Auf diese Weise werden
Sachverhalte und Vorgange der Wirklichkeit am Urnen-Modell vollzogen oder simuliert. Deshalb ist ein Modell
auch eine Simulation der Wirklichkeit.

Auf welche Weise kann uberhaupt eine Kugel aus dem GefalR genommen werden?
a) einzeln (mit / ohne Beachtung der Reihenfolge)
b) mehrere auf einmal

AuRerdem gibt es noch zwei Moglichkeiten, wenn der Versuch mehrmals durchgefiihrt wird. Dann kann man die
herausgenommenen Kugeln bei jedem Versuch

c) wieder in das Gefal’ zuriicklegen
d) nicht wieder zurticklegen.

Jede dieser Arten a), b), c¢), d) stehen flr die Simulation verschiedener Wahrscheinlichkeiten und man muss bei
der Lésung einer Aufgabe priifen, welche Art der tatsachlichen Situation entspricht.
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Schaut man sich die hier gestellten Aufgaben an, erkennt man, dass Binomialverteilung
* Versuche mit Zuriicklegen der Kugeln und
* ohne Beachtung der Reihenfolge ist.

So wird bei Aufgabe 01 sozusagen aus dem Gefal} "Sitzung" jedesmal neu die Anwesenheit gepriift. Auch bei
den anderen Teilaufgaben handelt es sich um Versuche mit Zurticklegen.

Alles ware ganz einfach, wenn man aus dem Gefal} eine Anzahl Kugeln zieht und aus deren Merkmalen ihre
Wahrscheinlichkeiten bestimmen kdnnte. Das eigentliche Problem, das die Berechnung schwierig macht, ist die
Tatsache, dass die Kugeln mit gleichen Merkmalen auf eine bestimmte Art im Gefald verteilt sind, und gerade
diese Verteilung muss gefunden werden.

Angenommen, in einem Gefal befinden sich 5 Kugeln, davon 3 schwarze und 2 weil3e. Bei jedem Versuch wird
eine Kugel herausgenommen, ihr Merkmal (schwarz / weif3) geprift und die Kugel wieder zurtickgelegt. Man
fihrt 3 solche Versuche durch. Wie grof} ist dabei die Wahrscheinlichkeit, dass man genau 2 schwarze Kugeln
gezogen hat? Den Ablauf der 3 Versuche macht man sich mit einem Baumdiagramm deutlich.

Beispiel 2

[SHEHE) ()6

2 2
Mit der Pfadregel ermittelt man die Wahrscheinlichkeiten, die man zusammenfassen kann: (g)(g)

Hitiy

Das entspricht dem allgemeinen Term fir die Wahrscheinlichkeit eines Pfades:

Formel 2 P q

wobei n die Gesamtmenge der Kugeln ist und k die Anzahl der gezogenen Kugeln mit dem Merkmal p.

Damit hat man aber die gefragte Wahrscheinlichkeit (genau 2 schwarze Kugeln bei 3 Versuchen) noch nicht
gefunden. Warum nicht? Genau betrachtet, ist es bei jedem Versuch egal, welche der 3 schwarzen Kugeln man
zieht. Das wirkt sich aber auf die Wahrscheinlichkeit aus. Man muss also zusatzlich noch fragen: wie viele
Maoglichkeiten gibt es, aus einer Menge von 3 schwarzen Kugeln 2 schwarze zu ziehen. Diese Frage kann man
auch umformulieren: Auf wie viele Arten lassen sich 2 schwarze Kugeln auf 3 (freie) Platze verteilen? Diese
Rechnung wird mit dem Binomial-Koeffizienten ausgefihrt.
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Formel 3 nj___nt
k)™ (n—k)1k!

n ist dabei die Anzahl der freien Platze, k die Anzahl der gezogenen Kugelin.

Bemerkung: Aus der Formel wird ersichtlich, dass sowohl im Zahler wie im Nenner Permutationen stehen. Das
sollte man vor allem beachten bei der Bewertung des n . Hier handelt es sich nicht mehr um das urspriingliche
n = Gesamtmenge der Kugeln im Gefal}, sondern bereits um n = k - Permutationen aus dieser Gesamtmenge.
Statt der einfachen Gesamtmenge aller Elemente wird hier in der Formel fir n die Anzahl der durchgefiihrten
Versuche genommen. Die Anzahl der Versuche weicht aber in der Regel vom Wert der Gesamtmenge aller
Elemente ab. Leider wird dieser Unterschied in der Schreibweise wenig deutlich gemacht.

Nun kann man die gefragte Wahrscheinlichkeit ermitteln.

Formel 4 P(X:k):(E)pk‘qn—k

Jacob BERNOULLI (1654 - 1705) hat diese Formel gefunden, weshalb man auch bei solchen Aufgaben
manchmal von BERNOULLI-Kette oder bei der Binomialverteilung von BERNOULLI-Formel spricht.

3\ (2)
Fir das Beispiel gilt P(X:Z):(g)-(g) (E) =0,432

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 43,2 % werden bei drei Versuchen 2 schwarze Kugeln gezogen.

Fir die Berechnung des Binomial-Koeffizienten gibt es am Taschenrechner meistens eine eigene Taste, die
z.B. das Symbol: nCr hat.

Auch k muss in jeder Aufgabe vorgegeben sein. Dieses k stellt nicht einfach nur eine Zahl oder Anzahl von
Elementen dar, sondern im weiteren Sinne handelt es sich sozusagen um ein k - Ereignis mit dem p -
Merkmal. Oft bezeichnet man das p - Merkmal als "Treffer" und das q - Ereignis als "Niete", also als
"gewonnen" oder "verloren". Deshalb spricht man auch von k Treffern und p ist dann die
Trefferwahrscheinlichkeit.

Mit der Formel 4 kénnen eine Reihe von Aufgaben zur Binomialverteilung gelost werden. Die gegebenen Werte
sollen noch einmal mit den gangigen Bezeichnungen zusammengefasst werden.

Anzahl der durchgefiihrten, unabhangigen Versuche
Anzahl der Treffer

Trefferwahrscheinlichkeit

Gegenwahrscheinlichkeit

QT XS
n o

Der Wert fir n kann theoretisch eine beliebige ganze positive Zahl > 1 annehmen. Fir gro3e n wird die Formel
4 allerdings unbrauchbar. Die Wahrscheinlichkeiten p und q haben stets Werte zwischen 0 und 1 und zwar so,
dass beide Werte zusammen = 1 sind.
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3.1. Anzahl positiver Ereignisse

Fur die Werte von k gibt es bei den Aufgaben zur Binomialverteilung prinzipiell drei Moglichkeiten.
Folgende 3 Wahrscheinlichkeiten kdnnen gefragt sein:

a) fur genau k Treffer
b) fur mindestens k Treffer ( = wenigstens k Treffer)
c) fur héchstens k Treffer

Dafir kann man sich eine Folge (Kette) von n Versuchen vorstellen. Nun kann man die méglichen Trefferzahlen
abzahlen. Angenommen n = 10. Bei diesen 10 Versuchen ist es immerhin mdglich, dass man in keinem der 10
Versuche einen Treffer hat. Ebenso ist es mdglich, dass man 10 Treffer hat, namlich in jedem Versuch einen.
Die Wahrscheinlichkeit dafir wirde man Glick nennen. Natirlich sind zwischen 0 und 10 alle ganzen Zahlen
als Treffer moglich. Die Ubersicht tiber alle mdglichen Treffer bei 10 Versuchen bringt man durch den Binomial-
Koeffizienten zum Ausdruck. Dabei entspricht der k - Wert den moglichen Treffern.

) ) 6B ) ) ) (2 ) )

Jeder einzelne Binomial-Koeffizient kann nun in die Formel 4 eingesetzt werden. Wie man sieht, sind es 11
Binomial-Koeffizienten, obwohl es 10 Versuche sind. Das liegt daran, dass auch der Wert k = 0 mit
aufgenommen werden muss. Es sind deshalb immer n + 1 Koeffizienten. Das entspricht auch der Ordnung im
PASCALschen Dreieck, das auch mit dem Binom (a + b)® und damit mit Zeile 0 beginnt, sodass die Anzahl der
Koeffizienten = Zeilennummer + 1 betragt.

Man sieht auch, dass fir jede Trefferzahl eine andere Wahrscheinlichkeit gilt. Denn erstens ergeben sich fir
einige Binomialkoeffizienten verschiedene Werte. Und zweitens muss der Koeffizient noch jeweils mit dem
Term p*  g"* multipliziert werden, der fiir jedes einzelne k einen anderen Wert liefert. Auf diese Weise kommt
man der Verteilung der Wahrscheinlichkeiten auf die Spur.

X = Ereignis

Y = Gegenereignis

n = Lange der Bernoulli-Kette (Anzahl der Versuche)
o] = Wahrscheinlichkeit fiir X

q = Wahrscheinlichkeit fir Y

k,m = Anzahl der Treffer

3.1.1. Genau k — Treffer

Wenn man nun die Aufgabe I6sen will, die Trefferwahrscheinlichkeit fiir das Ereignis X mit der Wahrscheinlich-
keit p genau k Treffer zu ermitteln, dann muss man aus der Reihe der Binomial-Koeffizienten den mit dem
entsprechenden k - Wert herausnehmen und nach der Formel 4 berechnen.

Beispiel 3

Trefferwahrscheinlichkeit fur genau 4 Treffer: P(X = 4)

B B[R ) )

k=4
Ereignis Gegenereignis
P10;p(X:4) = (140)'p4'q(10_4) = (160)q6p4 = P1o;q(Y:6)
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Formel 4

n—k

Pn;p(X:k) = (E)pkq(nk) = ( n ),q(nk).pk = Pnyq(Y:n_k)

Die auftretenden Faktoren sind aber die gleichen, wie beim Gegenereignis Y, das mit der Wahrscheinlichkeit q
auftritt und dann 6 mal eintritt. Wenn bei 10 Ereignissen 4x X eintritt, dann muss 6x Y eintreten, sonst gibt es
keine 10 Versuche.

Die Gleichheit der Binomialkoeffizienten lasst sich mit der Definition der Binomialkoeffizienten nachweisen. Um
sich die etwas aufwendige Berechnung zu ersparen existieren fur bestimmte n Werte Tabellen, bzw. kann diese
Berechnung auch jeder bessere GTR ausfiihren. Daflr ist Ublicherweise eine Funktion binompdf implementiert.

3.1.2. Hochstens k — Treffer

Die Trefferwahrscheinlichkeit aus Beispiel 2 fiir hdchstens 4 Treffer ergibt sich aus allen Fallen, wo genau 4
Treffer oder weniger erzielt werden. Hochstens 4 bedeutet dabei: 4 oder weniger, also k < 4 (kleiner / gleich 4).

[10] [10] [10] [10] [10] [10] [10] [10] [10] [10] [10]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
Auch diese Einzelwerte werden addiert (kumuliert) und ergeben den Wert der Binomial-Verteilung.
Prop( X< 4)=(100)-r>°-q“”r(110)~p1~p"+(120)-|02-q"+(130)-|03-q’+(140)-|0“-q6
Fir das Gegenereignis vertauschen sich die Wahrscheinlichkeiten von p und q und damit auch die Anzahl k der

erfolgreichen Treffer. Wenn das Ereignis X k erfolgreiche Treffer hat, muss das Ereignis Y n — k erfolgreiche
Treffer haben. Wenn die Anzahl der Treffer fiir X nur 4 oder weniger sind, missen es flr Y 6 oder mehr sein.

_[10). 6.4, (10 7.3, [10) ~8.~2.[10) 4941, (10} 410 0
P1o;p(Yz6)—(6)q p+(7)q p+(8)q p+(9)q p+(10)q p

Die Gleichheit der Binomialkoeffizienten folgt wieder aus der Symmetrieeigenschaft der Binomialkoeffizienten.
Fir die Berechnung der Summe von 0 bis k gibt es keine geschlossene Summenformel. Man muss jeden Wert
einzeln berechnen und dann addieren. Deshalb stehen fiir diese Berechnung Tabellen zur Verfiigung, bzw.

erledigt das jeder bessere GTR selbstandig. Die dazu implementiere Funktion hat die Bezeichnung binomcdf.

Damit entsteht die Formel der summierten Binomialverteilung:

Formel 5 (summierte Binomialverteilung von 0 bis k)

k
Pop(X<k)= > (fr:]).pm,q(nrm

m=0

3.1.3. Mindestens k — Treffer
Will man nun die Trefferwahrscheinlichkeit fir mindestens 4 Treffer ermitteln, kann man aus der Reihe der

Binomialkoeffizienten erkennen, in welchen Fallen mindestens 4 Treffer erreicht werden. Mindestens 4 bedeutet
dabei: 4 oder mehr, also k 24 (gréRer / gleich 4).

) )66 (8 ) )

k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10
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In jedem dieser Falle hat man mindestens 4 Treffer erzielt. Nun muss man fiir jeden Fall P(X = k) mit der Formel
4 berechnen und die Einzel-Ergebnisse addieren. Weil es sich um eine Addition von Einzelwerten handelt,
spricht man auch von einer kumulativen Rechnung. (kumulativ = lateinisch: angehauft) Diese Binomial-
Verteilung kann in Tabellen abgelesen werden, wo die Einzelrechnungen bereits kumulativ in einem Wert
zusammengefasst sind.

Piosp(X= 4)=(10)-p4-q6+(15°)-p5-p5+(1°)~p6-q4+--.+

4 6 10

10).p1o_q0
Fur diese Summe ergeben sich 7 Summanden von k = 4 bis k = 10 . Was bedeutet das fir das Gegenereignis:

10} 0 ~10 10
Q”p+.. A+
(D)o

-q*-p+ (150)- q5-q5+( go)-qe-q‘me;q(YsG)

Die Anordnung in aufsteigenden Potenzen von q. Auch hier handelt es sich um 7 Summanden mit den gleichen
Potenzen der Wahrscheinlichkeiten, die Anderungen in den Binomialkoeffizienten sind aus der Symmetrie der
Binomialkoeffizienten nachweisbar.

Fur diese Art der Summierung existieren keine Tabellen und lassen sich auch nicht direkt mit dem GTR
durchfihren. Wenn man fiir das Ereignis X die Summe aller Wahrscheinlichkeiten ab k addieren will, reicht es
aus, die Summe aller Wahrscheinlichkeiten bis k — 1 von 1 zu subtrahieren. Damit erreicht man wieder eine
Summe von 0 bis k — 1, die mit der oben angegebenen Formel errechnen kann. Deshalb gilt fir diese
Berechnung:

| Piop(X=4)=1-P, (X <4)=1-Py; (X<3) |

Formel 6 (summierte Binomialverteilung von k bis n)

k-1

P, (X=k)=2] (” )-p”‘-q(””‘):1— > (” )-pm-q<"m>:1 —P,.,(X<k—1)
' m=k \ M m=0 \M ’

oder man benutzt die summierte Wahrscheinlichkeit fiir das Gegenereignis:

|P1o;p(XZ4) = P10;q(YS6)|

Formel 7 (summierte Binomialverteilung des Gegenereignisses von 0 bis n — k)

n

n—k
— n m _(n-m) _ n m _(n-m)__
Pn;p<X2k)—Z(m)~p g = mZO(m)-q p" =P, (Y=n—k)

m=k

Wichtig ist dabei zu beachten, dass sich nicht nur die Grenzen von k verandern, sondern auch die Reihenfolge
der Wahrscheinlichkeiten. Fiir das Gegenereignis Y ist die Wahrscheinlichkeit g diejenige, die das Eintreffen
eines positiven Ereignisses angibt.

Wenn das Ereignis X mindestens k mal  auftritt
kann das Gegenereignis Y  hodchstens n — k mal auftreten
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3.2. Beispiele zur Binomialverteilung

Die drei typischen Trefferwahrscheinlichkeiten genau k Treffer / hdchstens k Treffer / mindestens k Treffer
sollen an einem weiteren Beispiel verdeutlicht werden.

Bei einem Wiirfelspiel wird 10 mal hintereinander mit zwei Wirfeln gleichzeitig geworfen.
3.2.1. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, genau 3 Treffer zu erzielen ?

Zuerst muss die Wahrscheinlichkeit fiir p und q ermittelt werden. Das p - Merkmal kann man so formulieren:
beide Wirfel ergeben zusammen die Augenzahl 7. Das q - Merkmal lautet dann: beide Wirfel ergeben
zusammen eine Augenzahl ungleich 7. Wie viele mégliche Augenzahlen (und damit deren Summe) gibt es bei
zwei Wiirfeln? (Dies berechnet man als die Anzahl der k - Tupel aus einer n - Menge; das typische Beispiel sind
Zahlenschloss-Kombinationen.) Es gibt genau 36 Kombinationen von jeweils 6 Augenzahlen zweier Wrfel. Nun
stellt man fest, wie viele der 36 Mdglichkeiten die Augenzahl 7 ergeben. Auch daflr gibt es Verfahren, aber das
sicherste ist das Abzahlen. Es gibt genau 6 Moglichkeiten (1/6) (2/5)(3/4)(4/3)(5/2)(6/1). Nun kann
man mit einer der wichtigsten Formeln der Wahrscheinlichkeits-Rechnung die Wahrscheinlichkeit p ermitteln.

Anzahl der glnstigen Moglichkeiten

p =
Anzahl aller Moglichkeiten
= i:l . =1—-p»n= ﬂzi
P73 6 17 P73 6

Nun sind alle Werte fir die Formel 4 bekannt und kénnen eingesetzt werden.

Anwendung von Formel 4

binompdf( 10, 1/6, 3)

Die Wahrscheinlichkeit, bei 10 Versuchen genau 3 mal die Augenzahl 7 zu werfen, betragt ca. 15,5 %.

3.2.2. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, h6chstens 3 Treffer zu erzielen?

Hier missen die Wahrscheinlichkeiten aller | Oder es findet die Formel 5 Verwendung
maglichen Treffer summiert werden, die S ) om nem)
zwischen k = 0 und k = 3 liegen. Pop(X<k)=2, (m)'p q

m=0

binomedf( 10, 1/6 , 3)

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 93 % wirft man héchstens 3 mal die Augenzahl 7.
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3.2.3. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens 3 Treffer zu erzielen?

3.2.3.1. Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis X mindestens 3 mal auftritt

Hier muss fir alle in Frage kommenden k die Trefferwahrscheinlichkeit mit Formel 4 berechnet und die
Einzelergebnisse addiert werden.

Hier missen die Wahrscheinlichkeiten Oder es findet die Formel 6 Verwendung
aller mdglichen Treffer summiert werden,

n k-1
die zwischen k = 3 und k = 10 liegen. P _p(ka): Z (n ).pm.q(nm):1 - z (n ).pm.q<nmJ
m m=k m m=0 m

1 — binomcedf( 10, 1/6,2)

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 22,4 % wiirfelt man mindestens 3 mal die Augenzahl 7.

Man sollte sich die Einzelergebnisse genauer anschauen und sehen, wie die Einzelwahrscheinlichkeiten verteilt
sind. Man sieht auch, dass es sehr viel wahrscheinlicher ist, mindestens 3 mal die Augenzahl 7 zu treffen als
genau 1 mal.

Die Berechnung der mindestens - Wahrscheinlichkeit kann wie man sieht umfangreich werden und es kénnen
sich leicht Fehler einschleichen. Man kann diese Wahrscheinlichkeit aber auch leichter berechnen, wenn man
folgende Uberlegung anstellt. Fir die Berechnung der Trefferwahrscheinlichkeit: mindestens 3 mal die
Augenzahl 7 werden von allen Binomialkoeffizienten diejenigen mit k = 3 bis k = 10 berechnet. Diese
Wahrscheinlichkeit entspricht der Wahrscheinlichkeit p. Alle Wahrscheinlichkeiten der einzelnen
Binomialkoeffizienten zusammen ergeben immer 1. Damit ergeben die Binomialkoeffizienten, die bei der
mindestens - Wahrscheinlichkeit (ibrig bleiben, die Gegenwahrscheinlichkeit q.

Summe =1
A
4 A
() (7 (5) (9 €00 () () () () (9] (29
\ J L J
Y 4
q=1-p p = mindestens 3 mal Augenzahl 7
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3.2.3.2. Wahrscheinlichkeit, dass das Gegenereignis Y hochstens 2 mal auftritt

Nun gilt nach Formel 1 ebenfalls p=1—-q
Da sich q in diesem Beispiel leichter berechnen lasst, ist diese Umformung von Vorteil.

Hier miissen die Wahrscheinlichkeiten des | Oder es findet die Formel 7 Verwendung
Gegenereignisses aller moglichen Treffer
summiert werden, die zwischen k = 0 und
k = 2 liegen.

binomcdf( 10, 5/6,2)

Wie man sieht, kommt man mit weniger Rechnerei zum selben Ergebnis.
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3.3. Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen und Gegenereignissen

X = Ereignis

Y = (Gegenereignis

n = Lange der Bernoulli-Kette (Anzahl der Versuche)
p = Wabhrscheinlichkeit fir X

q = Wabhrscheinlichkeit flr Y

k,m = Anzahl der Treffer

Die Zusammenhange zwischen den Wahrscheinlichkeiten fir das Ereignis X und den Wahrscheinlichkeiten fiir
das Ereignis Y sollen hier noch einmal zusammenhangend dargestellt werden.

Formel 4

P, (X=k)=P, (Y=n—k)

Die Wahrscheinlichkeit bei n Versuchen
das Ereignis X mit der Wahrscheinlichkeit p genau k mal zu erreichen
ist gleich groB, wie
das Gegenereignis Y mit der Wahrscheinlichkeit g genau n — k mal zu erreichen

Formel 5 P, (X<k)=P, (Y=n—k)

n;

Die Wahrscheinlichkeit bei n Versuchen
das Ereignis X mit der Wahrscheinlichkeit p hochstens k mal zu erreichen
ist gleich grol, wie
das Gegenereignis Y mit der Wahrscheinlichkeit g mindestens n — k mal zu erreichen

Formel 6 P, (X=k)=P, (Y<n—k) =1-P, (X<k-1)

Die Wahrscheinlichkeit bei n Versuchen
das Ereignis X mit der Wahrscheinlichkeit p mindestens k mal zu erreichen
ist gleich groB, wie
das Gegenereignis Y mit der Wahrscheinlichkeit g hchstens n — k mal zu erreichen

(Y <n—k) =1-P, (X<k)

P, (X>k)=P

n;q

Die Wahrscheinlichkeit bei n Versuchen
das Ereignis X mit der Wahrscheinlichkeit p mehr als k mal zu erreichen
ist gleich groB, wie
das Gegenereignis Y mit der Wahrscheinlichkeit g weniger als n — k mal zu erreichen

P, (k<X<m)=P, (n—m<Y<n—k)

n;

Die Wahrscheinlichkeit bei n Versuchen
das Ereignis X mit der Wahrscheinlichkeit p mindestens k und héchstens m mal zu erreichen
ist gleich grol, wie
das Gegenereignis Y mit der Wahrscheinlichkeit ¢ mindestens n — m und héchstens n — k mal zu
erreichen.
Die Grenzen k und m beim Ereignis X sind beim Ereignis Y vertauscht !
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3.4. Modellieren mit der Binomialverteilung - Aufgabentypen

Typ 1: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten P (n, p und k gegeben)

Bsp.: Ein Tierarzt behandelt 10 kranke Tiere mit einem Medikament, das nach Angaben des Herstellers in 80
% aller Anwendungen zur Heilung fuhrt.

X: Tier wird geheilt

n=10; p=0,8

gesucht: P

Einzelne Wahrscheinlichkeit bei n Versuchen

Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden genau 6 von 10 Tieren geheilt? Kapitel
3.1

10
6

Pgog(xze):( )~0,86-0,24:0,08808:8,8%

zur Berechnung mit dem GTR st folgender Aufruf zu benutzen:

| binompdf(10, 0.8 , 6) |

Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden héchstens 3 von 10 Tieren geheilt? Kapitel
3.2

p8?8(x33):|3(x:0)+p(x=1)+P(X=2)+P(X:3)

= (100)0,80-0,210+(110)‘0,81-0,29+(120)~0,82-0,28+(1:?)~0,83‘0,27=37,58%

zur Berechnung mit dem GTR ist folgender Aufruf zu benutzen:

| binomedf (10, 0.8, 3) |

Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden mindestens 9 von 10 Tieren geheilt? Kapitel
3.3

10

P(1)08(X29)=P(X=9)+P(X=10)=(1§)-0,89-0,21+(10 0,810.0,20-37,58%

zur Berechnung mit dem GTR ist folgender Aufruf zu benutzen:

| 1-binomcdf(10, 0.8 , 8) |
Es ist darauf zu achten, dass der Wert fir k um 1 niedriger sein muss, als der ,mindestens” Wert angibt.

Die Funktion der Binomialverteilung ist im allgemeinen nicht dafiir geschaffen die verschiedenen Parameter als
Funktionsvariable zu benutzen. Die werte fiir n und k miissen immer ganzzahlig sein, sonst lassen sich keine
Wahrscheinlichkeiten berechnen. Die Binomialverteilung gehoért zu den ,diskreten Verteilungen, dh. Verteilungen, die keine
reellwertigen k zulassen. Man kann keine Wahrscheinlichkeit fir k=3,23 berechnen. Damit entstehen als Funktionen
sogenannte Treppenfunktionen, die mit jeder neuen ganzen Zahl eine Stufe hoher steigt. Diese Tatsache wirkt sich natirlich
auch die Frage nach Schnittpunkten aus. Die GTR arbeiten so, dass als Lésung fur k die nachste gréRere ganzen Zahl
angegeben, es wird also das k ermittelt, bei dem das erste Mal der vorgegebene Wert tberschritten wird. Die nachsten
Anwendungen benutzen die Binomialverteilung als Funktion ihrer jeweils drei Parameter.
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Typ 2: Berechnung der Lénge einer Bernoulli-Kette n — Versuchsanzahl ist Variable — p und P gegeben, k=0

Bsp.: Man rechnet mit 5 % Schwarzfahrern auf einer bestimmten Buslinie. Wie viele Fahrgaste muss der
Kontrolleur mindestens nach ihrem Fahrschein fragen, bis er mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens
90 % mindestens einen Schwarzfahrer ertappt hat ?

(Die angegebene Berechnung mit der Hand funktioniert nur, wenn ,mindestens ein“ Element gesucht
wird. Wiirde die Aufgabenstellung auf ,mindestens zwei“ Elemente lauten, kann keine manuelle
Berechnung mehr erfolgen, da man eine Binomialverteilung nicht nach n aufliésen kann. Hier kann nur der
GTR weiter helfen.)

manuelle Berechnung Berechnung mit dem GTR
X: Fahrgast ist Schwarzfahrer
p = 0,05; P >0,90 Y 1:binompdf (int(X) , 0.05 , 0)
Gesucht: n M
T

Fenstereinstellung: Xmin =0 ; Xmax = 50 Xscl =5
Ymin=0; Ymax = 0.5 Yscl = 0.1

A: Es mussen mind. 45 Fahrgaste kontrolliert werden.

4% der mannlichen Bevolkerung sind farbenblind. Wie grof3 muss eine Gruppe von Mannern mindestens sein,
damit mit mindestens 90% iger Wahrscheinlichkeit mindestens

(daher haben diese Aufgaben die Bezeichnung ,3 mal mindestens Aufgaben® erhalten)

a) einer aus der Gruppe farbenblind ist

b) finf aus der Gruppe farbenblind sind

In diesem Fall sind nicht alle Parameter fiir die Verteilungsfunktion bekannt: p ja; n nein

Dafiir ist die Wahrscheinlichkeit bekannt, die herauskommen soll. Mathematisch gesehen ist die Gleichung
nach n aufzulésen, aber genau das geht bei der Formel nicht. Man musste in der Binomialverteilung das n
durch eine Variable ersetzen, um eine Funktion der Variablen n zu erhalten. Binomialverteilungen im GTR sind
auf das n sehr empfindlich, n muss unbedingt eine ganze Zahl sein (! ), sonst streikt die Funktion.

Der gesuchte Wert n ist in diesen Fallen ein minimaler Wert. Bei grof3eren n ist die Wahrscheinlichkeit groRer,
dass das Ereignis eintritt. Deshalb werden hier ,mindestens” Werte ermittelt. ,Mindestens* ist aber eine obere
Summe von einem festen k bis zur oberen Grenze n. Dazu gibt es keine geeignete Funktion, deshalb muss die
Funktion binomcdf auf das Gegenereignis umgestellt werden. Damit tritt diese Funktion nur in Verbindung mit ,,1
—, auf. Die obere Grenze muss dann genau um 1 tiefer sein, als die untere Grenze bei ,mindestens” fur
.mindestens einer* lasst sich die Aufgabe noch von Hand rechnen:

Hier wird wieder die Funktion binomcdf bendtigt, die als Verteilungsfunktion der Binomialverteilung mit einem
groRen F angegeben wird.

Fop= (8).p0,qn+(q)_p1 Ly '_+(n21).pnf1.q1 +(:).pn.q0

mindestens einer

Damit fuhrt die Fragestellung nach P(X = 0) zum ersten Element der Summe ,Mindestens® einer fihrt zur
Aufgabenstellung 1 — , keiner®, da eine Summe von 1 bis n nicht direkt berechnet werden kann.

1 —(8)~p0~(1 —p"=1-1.0,04%.0,96"
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Da der Wert des Binomialkoeffizienten = 1 (alle Binomialkoeffizienten ,, ... Gber 0 flihren zu einem Wert =1)
und die Potenz von p dazu flihrt, dass p° =1 ebenfalls nicht geschrieben werden braucht, fiihrt der Ausdruck zu
einer Potenz der Gegenwahrscheinlichkeit.

Die Ungleichung stellt eine untere Grenze flir n dar, was auch sachlich richtig ist, denn je grof3er n, desto grofier
muss die Wahrscheinlichkeit sein. AuBerdem ist der Wert immer auf die nachste ganze Zahl aufzurunden, da
eine Abrundung eine Reduzierung der Wahrscheinlichkeit bewirken wiirde

Diese Gleichung laf3t sich noch Uber den Logarithmus nach n auflésen. Da beim Auflésen der Gleichung durch
einen Logarithmus dividiert werden muss, der kleiner als 0 ist (alle Logarithmen zwischen 0 und 1 sind negativ)
dreht sich das Ungleichheitszeichen bei der Division um.

In(0,1)
In(0,96)

<n

—2,3026
—0,0408

Diese Gleichung Iaf3t sich noch Gber den Logarithmus nach n auflésen. Da beim Auflésen der Gleichung durch
einen Logarithmus dividiert werden muss, der kleiner als 0 ist (alle Logarithmen zwischen 0 und 1 sind negativ)
dreht sich das Ungleichheitszeichen bei der Division um.

—2,3026
—0,0408

Die Ungleichung stellt eine untere Grenze flir n dar, was auch sachlich richtig ist, denn je grof3er n, desto grofier
muss die Wahrscheinlichkeit sein. AuRerdem ist der Wert immer auf die nachste ganze Zahl aufzurunden, da
eine Abrundung eine Reduzierung der Wahrscheinlichkeit bewirken wirde

= n 2 56,4 mindestens n = 57
fur ,mindestens funf* (alles, was mehr als einer ist) lasst sich die Aufgabe nur noch mit GTR rechnen:
Hier wird wieder die Funktion binomcdf bendtigt, die als Verteilungsfunktion der Binomialverteilung mit einem
groRen F angegeben wird.

F, = (“).po.q”+(”)-p1 =i __+(n)’p5_qn—5+__ _+(n21)‘pn—1‘q1+(:)'pn,qo

=56,4<n = n 2 56,4 mindestens n =57

=56,4<n

mindestens funf

—— k- —+-—

I
I
03-:'777\777\77777777777 7777777777 (L A :777777777777 S e |
! ¢
| | | | | PTagl | | | |
| | | | | ° | | | | |
02=------r-——a---r-- Rl el Pl it Bl [l B e e R D r
| I I I I b I I I I I ) I I
| I I I i e i i i i i i I ) I
0'1 T LR = 0 N B -
| | | | e I I I I I I | | | |
| | | | P | | | | | | | | | | | I I I
0 - - A== | | | | | | | | | | | | | | |
L] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

N = —

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120 130 140 150 160170180190 200210 220

P(X<4) ========-- P(X25) = = = = = Grenze

Proos (X=5) = 1= Proos (X<4) = 1 —-binomcdf (n; 0,04 ;4)=0,9

In diesen beiden Kurven sind der Werte der Binomialverteilung dargestellt in Abhangigkeit von n. In diesem
speziellen Fall sind fur k = 5 die untere Summenwahrscheinlichkeit P(X < 4) als durchgehende Linie und

P(x = 5) als gestrichelte Linie dargestellt. Durch Umstellen der Formel wurde die Aufgabe so umgewandelt,
dass kein , 1 — , mehr auftritt, dafir geht es nicht mehr um eine mindest Wahrscheinlichkeit, sondern um eine
hdchste Wahrscheinlichkeit. Damit ist die durchgehende Kurve zu betrachten.
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Bei dieser Funktion handelt es sich um eine monoton fallende Funktion. Das bedeutet,
* wenn man eine Summenwahrscheinlichkeit bestimmt hat und die ist gréRer als die angegebene

Grenzwahrscheinlichkeit, muss man den n Wert erhohen.

< |st die berechnete Wahrscheinlichkeit kleiner als die Summenwahrscheinlichkeit, muss man den n Wert
reduzieren.

Verhalten der Funktionswerte

Im unteren Bereich sind die k Wert der
einzelnen Funktionen bei gleicher
Wahrscheinlichkeit p angegeben.
Fir niedrigen p Wert sind die Kurven
weit auseinander gezogen.
Die n Werte sind viel groRer als die k
Werte.
Far die n Werte kann man etwa bei
n =6 * k beginnen.

k n

blau 5 44
rot 15 103
braun 25 160

Firp=0,2ist 1/0,2 =5 und damit 5 * k
ein guter Startwert.

Im unteren Bereich der Grafik sind die
zugehdrigen k Werte bei gleicher
Wahrscheinlichkeit p angegeben.

Fir ein hohes p sind die Kurven sehr
schmal, was dazu filhrt, dass die n
Werte nicht viel hdher sind als die k
Werte. Man kann eventuell mit einem
Wert von

n=1,5k beginnen.

k n
blau 5 14
rot 15 26
braun 25 42

Firp=0,7 ist 1/0,7 = 1,43 und damit
n = 1,5 k ein guter Startwert.

Die Berechnung sollte mit einem n = k : p begonnen werden.

Liegt die berechnete Wahrscheinlichkeit noch Gber der Grenzwahrscheinlichkeit, ist der

Wert von n zu erhohen.

Mit wachsenden Werten von n reduziert sich die Wahrscheinlichkeit, dh.:
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» Liegt die berechnete Wahrscheinlichkeit unter der Grenzwahrscheinlichkeit, ist der Wert
von n zu reduzieren.

Fir den ersten Parameter in der bjnomcdf Funktion kann man keine Variable setzen. Deshalb muss man eine

Tabelle erzeugen mit den mdglich Werten fur n.

Geht man jetzt der Empfehlung nach, mit welchem n soll man beginnen, so beginnt man mit n = 5/0.04 = 125
binomcdf(125;0,04;4) = 0,4369

Die Berechnete Wahrscheinlichkeit liegt Gber der Grenzwahrscheinlichkeit deshalb ist der Wert von n zu

erhdhen. Ublicherweise halbiert man jetzt das Intervall bis zur oberen Grenze. Da es diese obere Grenze nicht

gibt sollte man vielleicht die Halfte von 125 dem Wert von 125 hinzuaddieren, aber auf eine ganze Zahl runden:
binomcdf(188; 0,04 ; 4) = 0,1255

Dieser Wert liegt immer noch Uber der Grenzwahrscheinlichkeit von 0.1. also ist der Wert von n weiter zu
erhdhen. Die Halbierung des Intervalls bis 125 fihrte zu dem Wert 63. deshalb sollte man jetzt den Wert 62
oder 64 halbieren und zu 188 addieren. 188 + 31 = 219

binomcdf(219;0,04;4) = 0.06

Dieser Wert liegt unter der Grenzwahrscheinlichkeit von 0.1. also ist n wieder zu reduzieren. In diesem Fall
kénnte man wieder auf die Halfte des Intervalls gehen und z.B zu 188 nicht 31. sondern nur 16 addieren, also
wieder die Halfte von 31.

binomcdf(204;0,04;4) = 0,086
Der Wert liegt nur wenig unter 0.1. deshalb die Intervalle kleiner wahlen, etwa in 5-er Abschnitten, bis man
wieder Uber die Grenzwahrscheinlichkeit kommt. Irgendwann im 1-er Intervallen arbeiten.

n P(X=4) P(X<4)

193 0,0640 0,1119

194 0,0627 0,1093 Damit die Wahrscheinlichkeit grof3er als 90% ist,
195 0,0615 0,1068 muss die Anzahl der Versuche mindestens 198 sein.
196 0,0602 0,1044

197 0,0590 0,1020

198 0,0578 0,0996

199 0,0566 0,0973
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Typ 3: Berechnung der Trefferwahrscheinlichkeit p — Wahrscheinlichkeit ist Variable — n und P gegeben, k =0

Bsp.: Ein Gerat besteht aus 5 Bauteilen, die unabhéngig voneinander mit der gleichen
Funktionswahrscheinlichkeit arbeiten. Fallt ein Bauteil aus, so arbeitet das Gerat nicht mehr. Welche
Funktionswahrscheinlichkeit miissen die Bauteile haben, wenn das Gerat mit einer Wahrscheinlichkeit
von mehr als 95 % funktionieren soll ?

(Die Berechnung stiitzt sich auf die Voraussetzung ,unabhéngig voneinander®, da in diesem Fall der
Multiplikationssatz ohne bedingte Wahrscheinlichkeit gilt. In diesem Fall ist die bedingte
Wahrscheinlichkeit jeweils die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses selbst.)

manuelle Berechnung Berechnung mit dem GTR
X: Bauteil funktioniert
autetl funitionie Y 1:binompdf (5 ,X, 0)
n=5; P>0,95 Y2:095
Gesuchtp ; ’
Pg(X:O) = (g)~p5~(1—p)0 > 0,95
p°>0,95 |
p>40,95~98,98%
Intzrsection
n=BE8787E oY=

Fenstereinstellung: Xmin =0 ; Xmax =1 Xscl =
0.1

Ymin=0; Ymax =1.1 Yscl = 0.1

Jedes Bauteil einer Produktionsserie fallt mit der Wahrscheinlichkeit p aus. Die Bauteile werden unabhangig
voneinander produziert Wie grof3 darf p hdchstens sein, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von héchstens 80%
hdéchstens 10 von 100 Bauteilen ausfallen.

In diesem Fall sind nicht alle Parameter fiir die Verteilungsfunktion bekannt: n ja; k ja; p nein

Dafiir ist die Wahrscheinlichkeit bekannt, die herauskommen soll. Mathematisch gesehen ist die Gleichung
nach p aufzulésen, aber genau das geht bei der Formel nicht Dazu kommt noch, dass das notwendige q
ebenfalls 1 - p ist Man kann den Wert von p durch eine Variable ersetzen, da p eine reelle Zahl ist, die Frage ist,
ob der GTR das erméglicht und ob man einen y - Wert eingeben kann und der zugehérige x Wert ermittelt wird.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist eine obere Grenze der Wahrscheinlichkeiten, ist die Wahrscheinlichkeit fiir
den Ausfall eines Bauteil kleiner, dann ist natiirlich auch die gesamte Ausfallquote kleiner. Deshalb wird hier
mit,héchstens" gearbeitet, aber das liefert genau die Funktion binomcdf .Deshalb gibt es keinen Wechsel zum
Gegenereignis.

Fioop = (180)-p0~q100+(1100)~p1-q99+. . .+(1108)-p10~q90§ 08

Pioop (X < 10) = binomcedf (100; p; 10)<0,8
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Verhalten der Funktionswerte
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P(X<10) ========" P(X 210)

Wahrscheinlichkeit p

In diesen beiden Kurven sind der Werte der Binomialverteilung dargestellt in Abhéngigkeit von p. In diesem
speziellen Fall sind fir n = 100 und k = 10 die untere Summenwahrscheinlichkeit P(X < 10) als durchgehende

Linie und P(X = 10) als gestrichelte Linie dargestellt.

Falls eine obere Summenwahrscheinlichkeit gesucht ist, dann wird die Berechnung so umgestellt, dass es auf
eine untere Summenwahrscheinlichkeit fuhrt, da obere Summenwahrscheinlichkeiten nicht berechnet werden
kénnen. Am Ende ist es immer die untere Summe, es andert sich nur ob eine oberer Grenzwert, oder ein
unterer Grenzwert gegeben ist; ob eine vorgegebene Wahrscheinlichkeit mindestens erreicht werden muss,

oder ob die Wahrscheinlichkeit hochstens erreicht werden darf.

Bei dieser Funktion handelt es sich um eine monoton fallende Funktion.

K p
blau 5 0,09
rot 15 0,21
braun 25 0,32

Flirk =5istp =0,09. Fir n =100 ist
k/n=1/20=0,05.

Flirk =15ist p =0,21. Fir n = 100 ist
k/n=0,15.

Furk =25istp=0,32. Fir n =100 ist
k/n=0,25

Alle Werte liegen unter der gesuchten
Wahrscheinlichkeit, man kénnte die
Werte leicht aufrunden.
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k p
blau 5 0,22
rot 15 0,49
braun 25 0,73

Firk=5istp=0,22. Firn =40 ist

k/n=0,13.
Firk=15ist p =0,49. Firn =40 ist
k/n=0,38.
Flirk =25istp =0,73. Firn =40 ist
k/n=0,63

Alle Werte liegen unter der gesuchten
Wahrscheinlichkeit, aber die Werte
sind gute Startwerte fir die
Berechnung.

Die Berechnung sollte mit einem p = k : n begonnen werden.

Mit wachsenden Werten von p reduziert sich die Wahrscheinlichkeit, dh.:

» Liegt die berechnete Wahrscheinlichkeit unter der Grenzwahrscheinlichkeit, ist der Wert
von p zu reduzieren.

* Liegt die berechnete Wahrscheinlichkeit Uber der Grenzwahrscheinlichkeit, ist der Wert
von p zu erhéhen.

Geht man jetzt der Empfehlung nach, mit welchem p soll man beginnen, so beginnt man mit p = 10/100 = 0,1
P100;0,1 (X £10) = bjnomcdf (100 ; 0.1 ; 10) = 0,5832

Dieser Wert ist noch weit von dem gesuchten Wert 0.8 entfernt. Die Wahrscheinlichkeit ist unter der Grenz-
wahrscheinlichkeit, deshalb ist die Wahrscheinlichkeit zu reduzieren. In der numerischen Mathematik hat sich
bewahrt das Intervall immerzu halbieren. In diesem Fall also mit p = 0.05 weiter zu rechnen:

P100:00s (X £ 10) = bjnomedf(100; 0.05 ; 10) = 0,9885

Diese Wahrscheinlichkeit ist Uber der Grenzwahrscheinlichkeit, deshalb ist die Wahrscheinlichkeit zu erhohen
auf die Halfte zwischen 0.1 und 0.05. also p = 0.075
P100; 0075 (X < 10) = bjnomcdf(100; 0.075 ; 10) = 0,8707

Wenn der GTR fiir p eine Liste akzeptiert, ist die Arbeit mit Liste am schnellsten. In einer Liste sollte der Wert k/
n etwa in der Mitte der Listenwerte liegen. In diesem Fall bei p = 0,1 sollte man mit der Liste bei 0,05 beginnen
und dann Schrittweiten von 0,01 angeben, als obere Grenze 0,15 benutzen.
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Typ 4: Bestimmung der Versuchszahl k — Anzahl positiver Ereignisse ist Variable — n, p und P gegeben
Bsp.: Ein GroBhandler versorgt 10 Geschafte, von denen jedes Bestellungen mit einer Wahrscheinlichkeit von
p = 0,4 aufgibt.

a) Wie viel Bestellungen laufen mit grof3ter Wahrscheinlichkeit ein ?

Welche Anzahl an Bestellungen ist am wahrscheinlichsten ?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht die Zahl der Bestellungen um héchstens 1 vom

wahrscheinlichsten
Wert ab?

X: Anzahl der Bestellungen

n=10; p=0,4

Gesucht: k

Bsp.:

a) Diese Frage beantwortet der Erwartungswert. Der Erwartungswert einer Binomialverteilung betragt
immer

E(X)=n-+p =10-+0,4 = 4. Die Wahrscheinlichkeit fir dieses k betragt:

10
4

10 4. a6
P0’4(X:4):( ).0,4 0,6°=0,2508 | =25

| binompdf (10, 0.4 , 4) |

Poo(3<X<5)=P(X<5)-P(X=2) binomcdf (10 , 0.4 , 5)—binomcdf(10 , 0.4, 2) |

= (1??)-0,43~0,67+(12)-0,44~0,66+(15?)-0,450,65:66,66%

Nach einem Maschinenschaden sind erfahrungsgemaf 70 % der Teile Ausschuss. Es werden 50 Teile
beliebig entnommen. Mit wie vielen Teilen muss man mindestens rechnen, wenn man ein Risiko von
héchstens 10 % eingehen mdchte?

manuelle Berechnung Berechnung mit dem GTR
X: Anzahl der schlechten Teile Y1 -binompdf (50 0.7 , int(X)]
n=50; p=0,7; P(X2k)<0,10 voiog o
Gesucht: k
< 0,10

"l

1-P(X<k-1)< 0,10

v

0,9

Ablesen aus der Tabelle: k—12 39 — k=40

o T T T
' [}
'h

nEzrszctio -
==0, ., . .Y=8.,

Fenstereinstellung: Xmin =0 ; Xmax = 50 Xscl =
5

Ymin=0; Ymax =1.1 Yscl =

0.1

Bei rechten Grenzwerten von k muss man den Wert immer um 1 hoher setzen, da mit der oberen Grenze
nur k — 1 bestimmt werden kann.
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3.5. Wartezeitaufgaben

3.5.1.Wahrscheinlichkeiten fiir den 1. Treffer

1. Wahrscheinlichkeit, dass der 1. Treffer genau im k Versuch eintritt

P..,(k Nieten, dann 1. Treffer)=(1—p)*"-p

Ein Laplace-Wirfel werde 10 mal geworfen.
Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die die erste 6 genau beim 10. Wurf auftritt?

9
P(6 das erste Mal beim 10. Wurf) = (2—) ;—

2. Wahrscheinlichkeit, dass der 1. Treffer beim k-ten Versuch oder spater eintritt

P,.,(kein Treffer vor dem k — ten Versuch)=(1-p)<”’

Ein Laplace-Wirfel werde solange geworfen, bis eine 6 erscheint.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste 6 frithestens beim 4. Wurf auftritt?

3
P(6 friihestens beim 4. Wurf) = (g)

3. Wahrscheinlichkeit, dass der 1. Treffer spatestens im k-ten Versuch eintritt.

P,.,(héchstensk Nieten, dann 1. Treffer)=1—(1 —p)f

Ein Laplace-Wiirfel werde solange geworfen, bis eine 6 erscheint.
Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste 6 spatestens beim 8. Wurf auftritt?

6 6

1\ 5\
P(erste 6 spatestens beim 8. Wurf)= 1 — (1 - —) =1 - ( )
3.5.2.Wahrscheinlichkeiten fir den k — ten Treffer genau

4. Wahrscheinlichkeit, dass dem 2. Treffer genau k Versuche (k — 1 Nieten und 1 Treffer)
vorausgehen?

F’k;p(X:Z;X=k):(k)-|o1-(1—|O)k1 - p = kp*(1-p)’

Ein Laplace-Wirfel werde solange geworfen, bis die zweite 6 erscheint.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dies beim 10.Wurf geschieht?

AWERY
P(zweite 6 beim 10.Wurf) = 9(6_) (6_)

5. Wahrscheinlichkeit, dass der k-te Treffer genau im n Versuch (k — 1 Treffer und n — (k -1) Nieten) eintritt ?

P(x=kiX=n—(k—1))=(" 1 Jo* " (1-py - Vp=(n ot 1 -pr
www.treff-lernen.de
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6. Wahrscheinlichkeit, dass der 1. Treffer im m — ten und der k — te Treffer im n-ten Versuch
eintritt ?

k-2

Pn;p():(n_m_1)pk.<1 _p)

3.5.3.Wahrscheinlichkeiten fiir den k — ten Treffer friihestens oder spatestens

7. Wahrscheinlichkeit, dass der k-te Treffer friihestens beim n-ten Versuch eintritt ?

k-1

P, (X<k—1)= (n—i1 )-p‘.(1 )i

i=0

Ein Laplace-Wiurfel werde solange geworfen, bis die zweite 6 erscheint.
Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dies friihestens beim 10.Wurf geschieht?

“+{E[ )

1
P(zweite 6 friihestens beim 10. Wurfy = P, (X<k—1)=)" (?)-pi-(1 —p)10 = (g
i=0

8. Wahrscheinlichkeit, dass der k-te Treffer spatestens beim n-ten Versuch eintritt ?

Popl)= 1Pyl X<k —1)=1-3, () p'(1-p)" "

i=0

Ein Laplace-Wirfel werde solange geworfen, bis die zweite 6 erscheint.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafuir, dass dies spétestens beim 10. Wurf geschieht?

P(zweite 6 spatestens beim 10.Wurf) =

P<X=k:Xsn—<k—1>>=1—iio(}o)-pi-m—p>“°i”:1_(2_)10_10.(51)9,(1_)1
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4. Hypergeometrische Verteilung

Die Binomialverteilung behandelt Aufgabenstellungen ,mit Wiederholung“ und ,ohne Reihenfolge®. In den ersten
Kapiteln dieses Dokuments wurde gezeigt, dass die Bedingung ,ohne Reihenfolge“ problemlos in eine
Bedingung ,mit Reihenfolge* umgewandelt werden kann, indem man durch die Anzahl der Pfade dividiert, die
insgesamt die gleiche Anzahl positiver Ereignisse haben. Etwas anders sieht es aus, wenn man von ,mit
Wiederholung® auf ,ohne Wiederholung Gbergeht. Da zu soll das gleiche Beispiel, wie in Kapitel 3 betrachtet
werden.

In einem Gefald (Urne) befindet sich eine bestimmte Anzahl von Kugeln. Die Gesamtzahl der Kugeln ist die
Menge n. Jede einzelne Kugel ist Element der Menge n. Jede Kugel besitzt ein bestimmtes Merkmal. Aus der
Anzahl der Kugeln (Elemente) mit demselben Merkmal ergibt sich die Haufigkeit und daraus wiederum die
Wabhrscheinlichkeit fur das Auftreten des Merkmals.

Beispiel 1
In einem Gefal} befinden sich 24 schwarze und 12 weifte Kugeln,

Bei diesen Aufgaben gibt es wieder 2 mogliche Merkmale bzw. deren Wahrscheinlichkeiten. Fir die Betrach-
tung ,mit Zuriicklegen* befinden sich in der Urne immer wieder 36 Kugeln mit der gleichen Farbzusammen-
setzung. Zieht man aus der Urne ,ohne Wiederholung®, dann bedeutet das nicht nur, dass bei jeder neuen
Ziehung eine Kugel weniger in der Urne ist, sondern auch, dass sich die Farbzusammensetzung der Kugeln in
der Urne standig andert. Damit macht es keinen Sinn mit Wahrscheinlichkeiten p und q zu rechnen, da diese
sich nach jeder Ziehung wieder andern. Es macht nur Sinn, mit den jeweiligen Anzahlen die Wahrscheinlichkeit
immer wieder neu zu berechnen. Die Herleitung der Formeln wurden am Anfang des Dokuments erlautert.

Angenommen, in einem Gefal befinden sich 5 Kugeln, davon 3 schwarze und 2 weil3e. Bei jedem Versuch wird
eine Kugel herausgenommen, ihr Merkmal (schwarz / weil3) geprift und die Kugel wieder zurtickgelegt. Man
fihrt 3 solche Versuche durch. Wie grof3 ist dabei die Wahrscheinlichkeit, dass man genau 2 schwarze Kugeln
gezogen hat? Den Ablauf der 3 Versuche macht man sich mit einem Baumdiagramm deutlich.

Beispiel 2

2 O‘Q‘O

3
5

2)(3)|(2 3)(2 2) 3)(2) (2

BIEIE BIEGE GG
Am Baumdiagramm sieht man, dass sich bei jeder neuen Ziehung der Nenner in der Wahrscheinlichkeit andert,
namlich genau um 1, da 1 Kugel weniger in der Urne ist. Der Zahler andert sich je nachdem, welche Farbe
gezogen wurde, einmal bei der Anzahl der weiflen Kugeln und einmal bei der Anzahl der schwarzen Kugeln.
Betrachtet man allerdings wieder die Ereignisse , 2 schwarze und 1 weif3e*, dann ergibt sich in allen Fallen die
gleiche Wahrscheinlichkeit. Die Nenner sind sowieso gleich, da sich diese mit jeder Ziehung um 1 reduzieren,
gleichgliltig, welche Farbe gezogen wurde. Betrachtet man die Zahler, stellt man fest, die Faktoren der Zahler
sind auch gleich, nur in der Reihenfolge andern sie sich. Damit ist auch die Wahrscheinlichkeit beim ,Ziehen
ohne Wiederholung“ nur Abhangig von der gewahlten Anzahl der positiven Ereignisse. Bei gleicher Anzahl hat
jeder Zweig im Baum die gleiche Wahrscheinlichkeit. Es genlgt also auch hier, die Wahrscheinlichkeit eines
Zweiges zu berechnen und dann mit der Anzahl der Zweige zu multiplizieren.
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Dieser Zusammenhang wurde bereits in den einfiihrenden Kapiteln diese Dokuments dargelegt.

Die Anzahl der Pfade entspricht genau der Anzahl, die auch bei der Binomialverteilung auftreten. Damit gilt
auch hier fir die Anzahl der Pfade:

n\_ n!
Formel 3 (k)_(n—k)!k!

Nur die Wahrscheinlichkeit eines Pfades ist anders zu bestimmen. Fir 2 schwarze und 1 weil3e stehen im
Zahler auf alle Falle einmal die Anzahl der vorhandenen schwarzen s = 3 und die Anzahl der vorhandenen
weillen w = 2, denn jede Farbe wird mindestens einmal gezogen. Fir die zweite schwarze Kugel sind jetzt nicht
mehr die Gesamtanzahl der schwarzen verfligbar, sondern eine Kugel weniger, da fir die zweite schwarze
schon einmal eine schwarze gezogen sein muss, also s — 1 = 2. Damit setzt sich die Pfadwahrscheinlichkeit
folgendermalRen zusammen:

Betrachtet man die Faktoren fiir schwarz und fir die Gesamtanzahl stellt man fest, dass sie ein Stlick eines
Fakultatsausdrucks sind, und zwar der obere Teil der Berechnung einer Fakultdt. Wenn man also den Ausdruck
S! durch einen geeigneten Ausdruck dividiert, so dass S (S-1) herauskommt, kann man den Teil den Zahlers
durch einen Wahrscheinlichkeitsausdruck darstellen.
_ S!

s-(s-1)_(8_2)!
Die Zahl 2, die im Nenner subtrahiert werden muss, entspricht genau der Anzahl der gezogenen schwarzen
Kugeln. Analog kann man den Ausdruck fir die Gesamtanzahl im Nenner umformen:

N!
(N=3)!

Damit entspricht die Zahl, die subtrahiert werden muss wieder der Anzahl der insgesamt gezogenen Kugel. Fir
die Wahrscheinlichkeit eines Pfades entsteht daraus die Wahrscheinlichkeit

N:(N=1)-(N=2)=

st w!
Formel 2' (S—o)t ,\i\!N_W)!
(N—n)!

Diese Formel ist bereits bei der Herleitung der Wahrscheinlichkeit benutzt worden. Es handelt sich dabei um die
Kombinatorikformel fir ,mit Reihenfolge, ohne Wiederholung®. Fir einen einzelnen Pfad ist die Wahrscheinlich-
keit natiirlich das gleiche, wie ,mit Reihenfolge®, da in einem Pfad nur eine Reihenfolge existiert. ,Ohne
Wiederholung® resultiert daraus, dass die Kugeln nicht wieder zuriickgelegt werden. Lasst man die Reihenfolge
fallen, dh., es werden alle Pfade betrachtet, die das gleiche Endergebnis liefern entsteht die Hypergeometrische
Verteilung.

' W
Formel 4 (N)
n

Da mit der Festlegung der Anzahl der schwarzen Kugeln bei n Ziehung auch gleichzeitig die Anzahl der weifl3en
Kugeln festliegt, kann man damit beide Wahrscheinlichkeiten berechnen.
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4.1. Anzahl positiver Ereignisse

Fur die Werte von k gibt es bei den Aufgaben ohne Wiederholung ebenfalls drei Moglichkeiten.
Folgende 3 Wahrscheinlichkeiten kdnnen gefragt sein:

a) fur genau k Treffer
b) fur mindestens k Treffer ( = wenigstens k Treffer)
c) fur héchstens k Treffer

Dafir kann man sich eine Folge (Kette) von n Versuchen vorstellen. Nun kann man die méglichen Trefferzahlen
abzahlen. Angenommen n = 10. Bei diesen 10 Versuchen ist es immerhin mdglich, dass man in keinem der 10
Versuche einen Treffer hat. Ebenso ist es mdglich, dass man 10 Treffer hat, namlich in jedem Versuch einen.
Die Wahrscheinlichkeit dafir wirde man Glick nennen. Natirlich sind zwischen 0 und 10 alle ganzen Zahlen
als Treffer moglich. Man sieht auch, dass fur jede Trefferzahl eine andere Wahrscheinlichkeit gilt. Auf diese
Weise kommt man der Verteilung der Wahrscheinlichkeiten auf die Spur.

Ereignis

Gegenereignis

Anzahl der gesamten Elemente
Anzahl der positiven Ereignisse fur X
Anzahl der positiven Ereignisse fir Y
Anzahl der Treffer fur S

Anzahl der Treffer fir W

Anzahl der gezogenen Elemente

Sgo0s0nZ<X
1 1V 1 | O { B ||

41.1. Genau k - Treffer

Wenn man nun die Aufgabe I6sen will, die Trefferwahrscheinlichkeit fir das Ereignis X mit der Wahrscheinlich-
keit p genau k Treffer zu ermitteln, dann muss man aus der Reihe der Binomial-Koeffizienten den mit dem
entsprechenden k - Wert herausnehmen und nach der Formel 4 berechnen.

Beispiel 1

N = Anzahl der gesamten Elemente : 36

n = Anzahl der gezogenen Elemente : 10

S = Anzahl der positiven Ereignisse fiir X : 24

s = Anzahl der gezogenen positiven Ereignisse fur X : 4

w = Anzahl der positiven Ereignisse fur Gegenereignis Y : 12

w = Anzahl der gezogenen positiven Ereignisse fir Gegenereignis Y : 6

Die Hypergeometrische Verteilung ist von mehr Parametern abhangig, als die Binomialverteilung. Leider ist bei
der Angabe der Bezeichnung die Reihenfolge nicht immer die gleiche. Zur Bezeichnung der Verteilung wird hier
folgende Reihenfolge verwendet:
1. Parameter : Gesamtzahl der Elemente
2. Parameter : Gesamtzahl der gezogenen Elemente
3. Parameter : Gesamtzahl der positiven Ereignisse fiir X (beim Gegenereignis fur Y)
Variable in der Klammer : Anzahl der gezogenen positiven Ereignisse

PN:n;S (S)
Trefferwahrscheinlichkeit fur genau 4 Treffer: P(X = 4) oder P(Y = 6)
Ereignis Gegenereignis

(24),(12)
4/\6
Pas.10,0s(X=4) = " = P ig4,(Y=6)

%)
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Formel 3'

(s _(N—S (N—W ,(w
X=s) = s/\n=s ) _\n-w/)\w) _,
N N
W ()
Die auftretenden Faktoren sind die gleichen, wie beim Gegenereignis Y. Wenn es S Elemente mit der
Eigenschaft X gibt, dann muf es auch N — S = W Elemente mit der Eigenschaft Y geben. Damitist S =N — W,
aber auch W = N — S. Das gleiche ftrifft fiir die gezogenen Elemente zu. Wenn bei n gezogenen Elementen s
Elemente die Eigenschaft S haben, dann missen n — s = w Elemente die Eigenschaft W haben, da es keine
anderen Eigenschaften gibt.
Das Problem bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten besteht darin, dass in keinem der gangigen GTR

die Hypergeometrische Verteilung implementiert ist, so dass die Berechnung immer elementar tber die
Binomialkoeffizienten erfolgen muss.

P Y=w) =P Y=n-s)

N;n;S( N;n;W( N;n;W(

4.1.2. Hochstens k — Treffer

Die Trefferwahrscheinlichkeit aus Beispiel 1 flr héchstens 4 Treffer ergibt sich aus allen Fallen, wo genau 4
Treffer oder weniger erzielt werden. Héchstens 4 bedeutet dabei: 4 oder weniger, also s < 4 (kleiner / gleich 4).

Auch diese Einzelwerte werden addiert (kumuliert) und ergeben den Wert der Hypergeometrischen-Verteilung.
s=0 s=1 s=2 s=3 s=4
24\ (12 24112 24\ (12 24\ (12 24\ (12
(X <4)= 0/\10 N 119 2/)\8 N 3/)\7 N 4 /16 _
B 36 36 36 36 36 S0z
10 10 10 10 10
Fir das Gegenereignis vertauscht sich nur die Reihenfolge der Faktoren im Zahler. Wenn das Ereignis X s

erfolgreiche Treffer hat, muss das Ereignis Y n — s = w erfolgreiche Treffer haben. Wenn die Anzahl der Treffer
fur X nur 4 oder weniger sind, mussen es flr Y 6 oder mehr sein.

P

(Y=6)

36;10,24

Fir die Berechnung der Summe von 0 bis k gibt es keine geschlossene Summenformel. Man muss jeden Wert
einzeln berechnen und dann addieren.

Damit entsteht die Formel der summierten Hypergeometrischen Verteilung:

Formel 5 (summierte Hypergeometrische Verteilung von 0 bis k)
k

s\ (N-S
Z:o (m) (n—m)

o

PN;n;S(XSk) =

3.1.3. Mindestens k — Treffer

Will man nun die Trefferwahrscheinlichkeit flir mindestens 4 Treffer ermitteln, kann man aus der Reihe der
Binomialkoeffizienten erkennen, in welchen Fallen mindestens 4 Treffer erreicht werden. Mindestens 4 bedeutet
dabei: 4 oder mehr, also k =4 (gréRer / gleich 4).

Nun muss man flr jeden Fall P(X = k) mit der Formel 4' berechnen und die Einzel-Ergebnisse addieren. Weil
es sich um eine Addition von Einzelwerten handelt, spricht man auch von einer kumulativen Rechnung.
(kumulativ = lateinisch: angehauft)
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s=4 s=5 s=6 s=10

IO v 5 415 I 3 I 11/

I R

Fur diese Summe ergeben sich 7 Summanden von s =4 biss =10 .

Fir diese Art der Summierung existieren keine Tabellen und lassen sich auch nicht direkt mit dem GTR
durchfiihren. Da fir die summierte hypergeometrische Verteilung im GTR keine Formel zur Verfligung steht
kann man auch hier nur direkt die einzelnen Summanden berechnen. Wenn bei der Berechnung des
Gegenereignisses erheblich weniger Summanden entstehen, wie hier zum Beispiel, sollte man Utiberlegen, ob
man zur Berechnung des Gegenereignisses Uibergeht. Die Summierung der unteren Einzelwahrscheinlichkeiten
fUhren hier nur zu 4 einzelnen Summanden, statt zu 7.

| P36;10;24(XZ4):1 _P36;10;24(X<4):1_P36;10;24(XS3) |

Formel 6 (summierte hypergeometrische Verteilung von k bis n)

0 e Y
Pups(Xzs) = m2 M/ 7MYy om0 \MY \NZM) g _ p(X<s—1)
PALE] N N EALY]
n n
oder man benutzt die summierte Wahrscheinlichkeit fir das Gegenereignis:

|P36;1o;24(X24) = P36;10;12(YS6)|

Formel 7 (summierte hypergeometrische Verteilung des Gegenereignisses
von 0 bis n — k)
- (S| (N-S S (W) [N-w
Z (o 0n) _ & () oo
N - N
n n

Wichtig ist dabei zu beachten, dass sich nicht nur die Grenzen von m verandern, sondern auch die Reihenfolge
der Wahrscheinlichkeiten. Tritt fir das urspriingliche Ereignis X das positive Ereignis mindestens s mal ein,
dann tritt fur das Gegenereignis Y das positive Ereignis hochstens n — s mal ein..

PN;n;S(XZS): ) :PN;H;W(YSH—S)

Wenn das Ereignis X mindestens s mal auftritt
kann das Gegenereignis Y hochstens n—s mal auftreten
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4.2. Beispiele zur hypergeometrischen Verteilung

Die drei typischen Trefferwahrscheinlichkeiten genau k Treffer / hochstens k Treffer / mindestens k Treffer
sollen an einem weiteren Beispiel verdeutlicht werden.

Eine Urne enthalt 6 schwarze und 4 weilte Kugeln und es werden 5 Kugeln gezogen.

In den gangigen Taschenrechnern ist eine Hypergeometrische Verteilung nicht implementiert, so dass alle
Werte Uber die Binomialkoeffizienten einzeln zu berechnen sind.

4.2.1. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, genau 3 Treffer zu erzielen ?

Damit sind alle Werte fiir die Formel 4' bekannt und kénnen eingesetzt werden.

Anwendung von Formel 4'

nCr(6,3)-nCr(4,2)
nCr(10,5)

Die Wahrscheinlichkeit, bei 5 Kugeln genau 3 weile Kugeln zu bekommen ist 0,4687 .

4.2.2. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, h6chstens 3 Treffer zu erzielen?

Hier missen die Wahrscheinlichkeiten aller | Es findet die Formel 5' Verwendung
moglichen Treffer summiert werden, die
zwischen k = 0 und k = 3 liegen.

nCr(6,1)-nCr(4,4)
nCr(10,5)

nCr(6,2)-nCr (4,3)
nCr(10,5)

nCr(6,3)-nCr(4,2)
nCr(10,5)

Eine Wahrscheinlichkeit flir 0 schwarze Kugeln kann es nicht geben, da es nur 4 weile
Kugeln gibt, muss mindestens 1 schwarze dabei sein.

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,73811 erhalt man hochstens 3 schwarze Kugeln.
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4.2.3. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens 3 Treffer zu erzielen?

Hier muss fir alle in Frage kommenden k die Trefferwahrscheinlichkeit mit Formel 4 berechnet und die
Einzelergebnisse addiert werden.

Hier missen die Wahrscheinlichkeiten Oder es findet die Formel 6 Verwendung
aller mdglichen Treffer summiert werden,
die zwischen k = 3 und k = 5 liegen.

nCr(6,3)-nCr(4,2)
nCr(10,5)

nCr(6,4)-nCr(4,1)
nCr(10,5)

nCr(6,5)-nCr(4,0)
nCr(10,5)

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,73811 erhalt man héchstens 3 schwarze Kugeln.

Dass diese Wahrscheinlichkeit mit der vorherigen gleich ist, ist Zufall.

Vertauscht man die beiden Binomialkoeffizienten im Zahler in ihrer Reihenfolge, ergibt sich die
Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses P(Y < 2) : Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 5 Kugeln
hoéchsten 2 weille Kugeln gezogen werden. Damit werden 0, 1 oder 2 weilRe Kugeln gezogen. Das sind die
Zahlen im zweiten Binomialkoeffizienten, bei dem als obere Zahl eine 4 steht, da es 4 weilte Kugeln gibt.
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5. Ziehen ohne zuriucklegen mit Beachtung der Reihenfolge

Fir diese Verteilung gibt es keinen gesonderten Namen, wird wohl nicht so oft gebraucht. Bei der Binomial-
verteilung, Ziehen mit Zurlicklegen, hat man gesehen, dass nur der Binomialkoeffizient vor den Wahrscheinlich-
keiten entfallen muss und schon hat man die Wahrscheinlichkeit fiir einen Pfad. In der hypergeometrischen
Verteilung ist die Anzahl der Pfade mit in der Formel enthalten und nicht als extra Faktor vorhanden. Damit
kann man auch nicht so leicht auf einen Pfad zurlickgreifen. In der Herleitung der hypergeometrischen
Verteilung am Anfang des Dokuments und zu Beginn des Kapitels 4 wurde auf diese Formeln verwiesen.

S! W!

Formel 2' (S=s)! NEW_W)!

(N—n)!

Es handelt sich dabei um die Kombinatorikformel fir ,mit Reihenfolge, ohne Wiederholung®. Fir einen einzelnen
Pfad ist die Wahrscheinlichkeit natlrlich das gleiche, wie ,mit Reihenfolge®, da in einem Pfad nur eine
Reihenfolge existiert. ,Ohne Wiederholung® resultiert daraus, dass die Kugeln nicht wieder zurtickgelegt
werden.

Es soll jetzt das einfiihrende Beispiel zur hypergeometrischen Verteilung unter ,Beachtung der Reihenfolge*
untersucht werden.

Wenn man nun die Aufgabe I6sen will, die Trefferwahrscheinlichkeit fur das Ereignis X mit der Wahrscheinlich-
keit p genau k Treffer zu ermitteln, dann muss man nach der Formel 2' berechnen.

Beispiel 1
Befinden sich im Gefall 24 schwarze und 12 weifle Kugeln. Es wird 10 mal gezogen und es soll die Wahr-
scheinlichkeit bestimmt werden, 6 schwarze und 4 weif3e in einer bestimmten Reihenfolge zu ziehen.

N = Anzahl der gesamten Elemente : 36

n = Anzahl der gezogenen Elemente : 10

S = Anzahl der positiven Ereignisse fur X : 24

s = Anzahl der gezogenen positiven Ereignisse fir X : 4

w = Anzahl der positiven Ereignisse fur Gegenereignis Y : 12

w = Anzahl der gezogenen positiven Ereignisse fir Gegenereignis Y : 6

Diese Verteilung ist ebenfalls von mehreren Parametern abhangig. Zur Bezeichnung der Verteilung wird hier
folgende Reihenfolge verwendet:
1. Parameter : Gesamtzahl der Elemente
2. Parameter : Gesamtzahl der gezogenen Elemente
3. Parameter : Gesamtzahl der positiven Ereignisse fiir X (beim Gegenereignis flr Y)
Variable in der Klammer : Anzahl der gezogenen positiven Ereignisse

PN:n:S (S)

Zunachst soll die Wahrscheinlichkeit Gber das Zahlprinzip durch elementare Rechnung bestimmt werden. Von

den 36 vorhandenen Kugeln werden 10 gezogen. Es sollen die Kugeln mit der Eigenschaft X durch x und die

mit der Eigenschaft Y durch y bezeichnet werden. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit fur folgende Reihenfolge:
X,X,y,y,X,y,y,y,y,X

Es existieren 24 Kugeln mit der Eigenschaft X und 12 Kugeln mit der Eigenschaft Y. Damit ergibt sich fir die

Wahrscheinlichkeit in der angegebenen Reihenfolge:

Py (X=4)=22.28 1211 22 109 8 7 2
361024\ 2773835 © 3433 32 31 30 29 28 27

Da es sich bei den Briichen um Faktoren handelt, kann die Reihenfolge der Faktoren beliebig geandert werden,
ohne, dass sich der Wert des Bruches verandert. Es werden deshalb die Faktoren, die die Eigenschaft X
darstellen und die Faktoren, die die Eigenschaft Y darstellen zusammengezogen. Im Nenner bleibt die
absteigende Reihenfolge erhalten.
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24 23 22

21 1211109 8 7
35 34 33 32 31 30 29 28 27

P36,10,24(X:4)

c"|
SN

Durch das Vertauschen der Faktoren folgt im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung der Schluf3, man muf3 die
Wahrscheinlichkeit nicht in der geforderten Reihenfolge bestimmen, sondern man erhélt die gleiche
Wahrscheinlichkeit, wenn man die Ereignisse nach der Anzahl ihres Auftretens sortiert. Pfade mit der gleichen
Anzahl von Ereignissen haben unabhangig von ihrer Reihenfolge immer die gleiche Wahrscheinlichkeit.

Aus der Formel 2' ergibt sich folgende Berechnung:
Trefferwahrscheinlichkeit fur genau 5 Treffer: P(X = 4) oder P(Y = 6)

Ereignis  Gegenereignis

241 12
(24—4)1 " (12-86)!
36!
(36—10)!

P36;10;24(X:4) =

24.23-22-21-....21  12:11-10-9-8-7-6-5-4.3-2-1

20-19-18-17-...21 6-5-4-3-21
Pasioal X=4) = 36-35-34'33-...-2-1
26-25-24-....-21

24.23-22-21 - 12-11-10-9-8-7
36-35-34-33-...-28-27

P36 10; 24(X 4)

Diese Formel entspricht aber genau der Formel, die durch das elementare Berechnen ebenfalls entstanden ist.

Mit dem GTR lassen sich die Ausdriicke uber nPr berechnen. Dabei ist als erste Zahl n und als

n!
(n—k)!

zweite Zahl k einzugeben, nicht n — k vorher berechnen.

nPr(24,4)-nPr(12,6)
nPr(36,10)

Auf die weiteren Berechnungen fur die unteren Summen und die oberen Summen wird hier verzichtet, da sie
entsprechend der hypergeometrischen Verteilung unter Benutzung der geanderten Formel durchzufiihren sind.
Alle Berechnungen sind mit dem GTR einzeln durchzuflhren, eine nutzbare Verteilungsfunktion gibt es dafir
nicht.
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