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1. Vektoren

1.1 Vektor

Vektoren sind Klassen von Pfeilen.
Jeder Vektor hat

“# eine Lange,

“# eine Richtung und

«# eine Orientierung.

Vektoren des R® beschreiben wir
Ublicherweise durch drei Komponenten:

1.2. Verbindungsvektor oder Freier Vektor
Zwei Punkte A(a,|a,|a,) und B(b,|b,|b,)
legen den Vektor K)B fest.

Der Startpunkt dieses Vektors ist der
Endpunkt vom Vektor A und der
Zielpunkt ist der Endpunkt vom Vektor B.

1.3. Ortsvektor

Ein Vektor, der durch einen Pfeil vom
Koordinatenursprung O zu einem Punkt P
reprasentiert wird, heilt Ortsvektor. Fiir den

— —
Ortsvektor OP schreiben wir kurz nur P .

1.4. linear abhangig

Eine Menge von Vektoren heifdt linear
abhangig, wenn sich mindesten einer
der Vektoren als Linearkombination
der Ubrigen darstellen lasst.

1.4. linear abhéngig

Eine Menge von Vektoren heifdt linear
abhangig, wenn durch eine Linear-
kombination der Vektoren der
Nullvektor erzeugt werden kann:

Darstellung
Vi
7: V2
Vs
b1 - &
KB =| b,-a,
b3_a3
a, b, c,
t| a8 +s|b|=]¢
a, b, C,
a, b, ¢ 0
t|a,|+s|b,|+ulc,| =0
a, b, c, 0
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1.5 linear unabhangig

Eine Menge von Vektoren heifdt linear
unabhangig, wenn aus einer Linear-
kombination der Vektoren der Null-
vektor nur dann erzeugt werden kann,
wen alle Linearfaktoren gleichzeitig 0
sind:t=s=u=0

1.6 Betrag eines Vektors
Unter dem Betrag eines Vektors

versteht man die Lange des
Vektors.

1.7 Einheitsvektor

Ein Vektor der Lange 1 heil3t
Einheitsvektor

1.8 Skalarprodukt mit Komponenten

u1
Far zwei Vektoren | = | Y,
u
3
V1
—_ |V
und v = 2 | nennt man den Ausdruck

Vs

das Skalarprodukt der beiden Vektoren u und v

1.9 Skalarprodukt mit eingeschlossenem Winkel

Wenn man zwei Vektoren an einem
gleichen Anfangspunkt beginnen Iasst,
dann bilden sie einen Winkel
miteinander. Der Wert des
Skalarproduktes kann dann auch mit
Hilfe der Vektoren und dem Wert des
eingeschlossenen Winkel ausgedriickt
werden.

v |= 1/\/12 + V22 + V32

Vi

2 2 2
VVE+v2+y,

VO = \

2 2 2
VV2+v2+y,

Vs

2 2 2
\/V1 TVt

- > > >

—-
uov=|ul|v|cos (¥u,vV)

(Um aus einem Vektor einen
Einheitsvektor zu erzeugen
muss man jede seiner
Komponenten durch den Betrag
des Vektors dividieren. Die
allgemein (ibliche Bezeichnung
eines Einheitsvektor ist eine 0
als Exponent am Vektor: v° )

Skalarprodukt deshalb, weil das
Ergebnis eine skalare Gréfe ist,
eine reelle Zahl

kein Vektor !

Folgerungen:

(1) aob=0 < ¢@=90°
Zwei Vektorena ,b mita#0
und b # 0 sind genau dann
orthogonal, wenn ihr
Skalarprodukt Null ergibt.
aoa=a’=|al?
Das Skalarprodukt eines Vektors
mit sich selbst liefert das Quadrat
des Betrages des Vektors. Damit
gibt es eine weitere Mdglichkeit
den Betrag eines Vektors zu
berechnen: Sre——

laj]=V aca

@

~
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1.10 Winkel zwischen zwei Vektoren u
Bilden die Vektoren u und v den Winkel cos (¥ u, v) = uoyv
¢ (0°< ¢ < 180°), so gilt auf grund der ’ ul vl
beiden Definitionen des Skalarproduktes:
Vv

1.11 Skalarprodukt mit Einheitsvektor als Projektion

Ist der Vektor b ein Vektor mit der Lange 1,
dann ist das Skalarprodukt die Projektions-
lange des Vektors a auf den Vektor b und

damit der Abstand des Lotfultpunktes der /@I*\‘S

Spitze des Vektors a auf den Vektor b. Cos 4(@, b) b

a®p® =ab, +ab, +a,b, o b +ab. +ab
=a a a
1.12 Vektorprodukt = |a| cos «(a, b) axb 10y T 8,0, 73,0,
=21
Fir das angegebene Rechenschema sind 2%
die beiden Vektoren zweimal
untereinander zu schreiben, dann die

erste und letzte Zeile zu streichen.

2 1

c q
N iy
< <
Ny N
[
|
1
=N W
N~ @

Ry

Es ist jeweils das Produkt zweier diagonal
untereinander stehender zahlen zu bilden.
Dabei ist das Produkt von links

oben nach rechts unten mit + zu rechen,
das Produkt von links 2
unten nach rechts oben mit — .

X

C
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[
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<
w
<
]
N
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~
w
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<
N
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N
l
N

L \/

Y3 V3 0
Diese Berechnung ist dreimal (UNV, = UV, 5 UV, — UV, 5 UV, — UV, ) Normalenvektor: |—5 | senkrecht auf u und v
durchzuflhren. -10

Das Vektorprodukt existiert nur im R3.

1.13 Rechenregeln fiir das Vektorprodukt

Fir das Vektorprodukt gilt ein modifiziertes

- — ——
Kommutativgesetz: axb=—-bxa

—_ = > > >
Distributivgesetz: ax(b+c)=axb+axc
Es gilt nicht das Assoziativgesetz.

ax (_b>x_c>) # (;x B?c

I 1
|@] * cos £(a, b) b [

1

7
%

]

2504 2.2-(1)-(4)=0
42

(-1)+(-1)=3+2=-5
2X4 | 3+(4)-2-(N=-10

Ist ein Vektor des Skalarprodukts ein
Einheitsvektor, dann erflllt das
Skalarprodukt die Definition der cos
Funktion.

Das Ergebnis des Vektorprodukts
ist

ein Vektor!
des senkrecht zu den beiden
Vektoren steht, die ihn erzeugt
haben

Fir die Bestimmung des Normalenvektors
ist die Reihenfolge der Vektoren ohne
Bedeutung, Es entsteht immer ein Vektor,
der senkrecht zu den beiden Richtungs-
vektoren ist und héchstens umgekehrt
orientiert. Das hat fiir die Ebenen-
gleichung keine Bedeutung.
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1.14 Betrag des Vektorprodukts

Der Betrag des Vektors entspricht
den Flacheninhalt des Parallelo-
gramms, das von den beiden
Vektoren gebildet wird.

Der Betrag des Vektorproduktes
berechnet sich auch aus:

|a] |b] * sin £(a, b)

Damit Iasst sich lber das
Skalarprodukt auch der Betrag
des Vektorproduktes berechnen

1.15 Das Spatprodukt

Das Spatprodukt ist das Volumen
des von drei Vektoren
aufgespannten Korpers (Spat),
der auf allen Seiten durch
Parallelogramme begrenzt wird.

Das Spatprodukt berechnet sich
als Determinante aus den drei
Vektoren. da Determinanten
kein Schulstoff sind, sollte dazu
ausschlieBlich die Berechnung
mit dem GTR benutzt werden.

a, b, c,
@xXb)©c=|a, b, c,|=
a3 b3 C3

= (azbs - asbz) C, + (asb1 - a1b3) c, +(a1b2

Das Ergebnis des Spatproduktes ist eine
reelle Zahl, kein Vektor.

Darstellung Musteraufgabe
aXb aXb
a a
21a X bl
b b
w
b
- azb1) Cs

Der Betrag des Vektorprodukts ist gleich dem
Flacheninhalt des Parallelogramms, das von den
beiden Vektoren aufgespannt wird. Damit ist das
Vektorprodukt gut geeignet, die Grundflache
einer (quadratischen oder rechteckigen)
Pyramide mittels Vektorrechnung zu ermitteln.
Ist die Grundflache ein Dreieck, ist dieser Betrag
mit 2 zu multiplizieren und man erhalt die
Dreiecksflache.

Das Vektorprodukt lasst sich auch mit dem GTR
berechnen, ist aber etwas umstandlich.

Das Spatprodukt kann man im Zusammenhang
mit dem Vektorprodukt gut nutzen, um den
Abstand windschiefer Geraden zu berechnen.
Da sowohl Vektorprodukt wie auch Spatprodukt
nur Uber Determinanten zu berechnen sind,
sollte man dafiir den GTZR benutzen.

Wenn die Vektoren a und b die Grundflache einer
Pyramide darstellen und c eine Seitenkante der
Pyramide ist, dann ergibt sich das Volumen einer
Pyramide mit viereckiger Grundflache

v=%(a><u) o

und das Volumen einer Pyramide mit
dreieckiger Grundflache
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2. Geradengleichungen
2.1. Gerade durch Punkt und Richtung

Ein Ortsvektor ist ein Vektor vom Ursprung O

(U]

o
X

Ortsvektor zu einem festen
Punkt auf der Geraden
Richtungsvektor
Ortsvektor eines variablen

Punktes
reeller Parameter

2.2. Gerade durch zwei Punkte

zu einem Punkt A im Raum. Jeder Punkt im
Raum kann eindeutig durch einen solchen
Ortsvektor erreicht werden.

a1
Der Punkt A(a,, a,, a,) besitzt a,
den Ortsvektor OA = a

3

Eine Verschiebung von einem Punkt A zu
einem Punkt B kann ebenfalls als Vektor
dargestellt werden.

Der Vektor von Punkt A(a,, a,, a,) zum
Punkt B(b,, b,, b,) ergibt sich aus

Ortsvektor erster fester
Punkt auf der Geraden
Ortsvektor zweiter fester
Punkt auf der Geraden
Ortsvektor eines variablen

Punktes
reeller Parameter

b,—a,
AB= |72
bs CH

Ein Parameter r verkiirzt oder verlangert
einen Vektor &,

Eine Gerade ist eine unendliche Verlangerung
einer Strecke zwischen zwei Punkten in beide
Richtungen. Jede Gerade ist deshalb
eindeutig durch zwei Punkte festgelegt.

* Geraden im Raum kdnnen mit unserem
Koordinatensystem durch Vektoren dargestellt
werden:

Man nimmt dazu einen Ortsvektor zu einem
Punkt (Stiitzvektor genannt) und den Vektor
zwischen den beiden Punkten
(Richtungsvektor genannt).

Durch einen Parameter r kann dieser
Richtungsvektor in beide Richtungen beliebig
verlangert werden.

* Mit den zwei Punkten A und B ergibt
sich also eine eindeutige
Parametergleichung einer Geraden g:

g: 5(=8A+rﬁ3
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2.3. Parameterfreie Darstellung im R? HALF

Eine HNF kann es nur geben, wenn die Dimension des Objektes genau um 1 niedriger ist, als die Dimension des Raumes, also fiir
Gerade im R? und Ebene im R®. Grund: Die Richtung des Normalenvektors muss eindeutig sein.

(F-¥)o " =0

Xand
xnl+ynl=d
mitd= 2 =x,0m >0

™
d (= 0) Abstand der Geraden
von
" Normalenvektor ( fur D > 0

zeigt n in die Halbebene,
die © nicht enthalt )

1% Normaleneinheitsvektor

2.4. Parameterfreie Darstellung im R3

(X—X)0n=0

.ox= 1 .3 1
Xo®n=D mijitDh=X,0n g: = [2} t [_J Normalenvektor von g: [3}

(X=X%,)0 nw=y

Von dem Richtungsvektor einer Geraden im
R? erhalt man den Normalenvektor indem
man die Komponenten des Richtungsvek-
tors vertauscht und bei einer Komponente

das Vorzeichen wechselt

(X—X,)x 00 = O

— X X no —
1%

(x_xo)xuzb
x><u=ﬁ mit B:xﬂ){ll

Diese Geradendarstellung verwendet das

A Vektorprodukt und ist deshalb nicht
b= O Normalenvektor der Bestandteil der Schulausbildung.
Eberge, die die Gerade a 5 Es ist eine parameterfreie Darstellung von
und * enthalt ° Geraden im R3, da fiir Geraden im R3 keine
b = © Gerade durch den ﬂ > HNF existiert.
Ursprung .
x L)
2.5. Schnittwinkel Gerade — Gerade
g: ¥=X,+t0 b ap b
h: X=X 1+¢b cos £(.9) = o] |8
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3. Ebenengleichungen
3.1. Parameterdarstellungen

3.1.1. Ebene durch Punkt und Richtung

* Eine Ebene ist eine unendliche

X, Ortsvektor zu einem festen

X=X +t0 +gb

s, te (_oo, +oo)

VergroRerung eines Dreiecks. Jede Ebene
ist deshalb eindeutig durch drei Punkte

Punkt der Ebene X 2 . 3| B_ 4 festgelegt, die nicht auf einer Geraden
X Ortsvektor eines variablen L ‘11 B '11 :2 liegen.
ab Eﬁﬂrfcjlineare - Ebenen im Raum kénnen mit dem Koordi-
’ . natensystem durch Vektoren dargestellt
Richtungsvektoren werden:
. 2 3 4 dazu benutzt man den Ortsvektor zu einem
=4+t +s|- Punkt (Stiitzvektor genannt) und die beiden
1 1 -2 Vektoren zu den beiden anderen Punkten
(Richtungsvektoren
genannt). Durch zwei Parameter t und s
3.1.2. Ebene durch drei Punkte kénnen diese beiden Richtungsvektoren in
beide Richtungen beliebig verlangert
X, X X, Ortsvektoren zu festen werden.
Punkten der Ebene 2 5 x 3 . . S
X Ortsvektor eines variablen 0= 4| X =3 2 = [-2 * Mit dep drgl Punkten A, Bund C erglbt sich
Punktes 1 2 1 also eine eindeutige Parametergleichung
der Ebene E:
— — — —>
E: OX=0A+tAB+ s AC
2 3 1 * Jede Ebene ist also eindeutig
X=4 +1t 1 +s .6 festgelegt durch:
1 1 0 1. drei Punkte, die nicht auf einer

2.1.3. Ebene durch zwei sich schneidende Geraden

Geraden liegen
2. zwei Geraden, die sich in einem
Punkt schneiden

X=X +t® 5 tE (-0, +0)
X=X +¢a
2 2

x:xl+tlll +sa2

X X, Ortsvektoren zu festen

Punkt einer Gerade
@, %, Richtungsvektoren der

Geraden

X=

2
4
1

3. eine Gerade und einen Punkt, der

3 nicht auf der Geraden liegt.

+ t['q Ziel ist es hierbei immer, zwei linear
1 unabhéngige Vektoren und einen

Punkt der Ebene zu kennen.

RRERE

Der Parameter fiir den zweiten Richtungsvektor muss
unbedingt umbenannt werden !
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3.1.4. Ebene durch zwei parallele Geraden

91: X= Xl +t a1
gy ¥=%+th
X X, Ortsvektoren zu festen

Punkt einer Gerade
a s %, Richtungsvektoren der

Geraden

Darstellung
E: (¥-X%,)
E: X= Xo +

3.1.5. Ebene durch eine Gerade und einen Punkt nicht auf der Geraden

Zwei parallele Geraden liegen immer in
einer Ebene. Als einen Richtungsvektor der
Ebene kann man den Richtungsvektor der
Geraden benutzen (ist bei beiden Geraden
der Gleiche).

Der zweite Richtungsvektor entsteht aus
dem Verbindungsvektor der beiden
Aufpunkte. Dieser Vektor muss ebenfalls in
der Ebene liegen.

X-= xl +t al
X, Punkt nicht auf der Gerade
X, Ortsvektoren zu festen Punkt

der Gerade
@ Richtungsvektoren der Geraden

¥=X+t0 +5(% %) s, t€ (-0, +0) [ZJ [3
X= + t

4
1

Eine Gerade und ein Punkt liegen immer in
einer Ebene. Ein Richtungsvektor der Ebene
ist der Richtungsvektor der Geraden.

Der zweite Richtungsvektor ist der
Verbindungsvektor zwischen dem Aufpunkt
der Geraden und dem einzelnen Punkt.
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3.6. Hessesche Normalform

A F

Im R® gibt es eine HNF nur fiir die Ebene.
Fir eine Gerade ist sie nicht machbar !

(*-%)om=0

X@ll:d

0 0 0 =
xnl+ynl+znl =d
mit d = % =%,0m >0

d (= 0) Abstand der Flache von ©
" Normalenvektor ( fiird > 0

zeigt n in die Halbebene,
die © nicht enthalt )

"° Normaleneinheitsvektor

3.7. Koordinatenform

F-%)or=0
Xoh=D mitD:=X,01

-yl

Hessesche Normalform der Ebene

2 3
X _| 1 o 4 =0
-2

oder durch Ausmultiplizieren des zweiten Skalar-

produkts und Verschieben des Wertes auf die

rechte Seite:

Ein Vektor, der senkrecht zu allen Vektoren
einer Ebene steht, heilt Normalenvektor der
Ebene.

Eine weitere Moglichkeit, eine Ebene ein-
deutig festzulegen, besteht darin, den
Normalenvektor und einen Punkt der
Ebene zu kennen.

E,:ax+by+cz=d

Diese Form entspricht der Hesse-
schen Normalform. Die Koeffizien-
ten a, b, c kann man als die
Koordinaten des Normalenvektors
1 ansehen. Es fehlt lediglich die
Normierung auf die Lange 1, die
aber sehr leicht durch Division

der Ebenengleichung durch ¥ a2 + b2 + ¢

erreicht werden kann.

Gleichzeitig lassen sich daraus die

Achsenabschnitte ermitteln, die
die Spurpunkte liefern.

ax + by +cz d

Achsenabschnittsgleichung

\/a2+b2+c2 \/a2+b2+c2

3x+4y—-2z=12

X,y z_
4v37 571

als Achsenabschnittsform

Schnittpunkt mit der x — Achse :
Schnittpunkt mit der y — Achse :
Schnittpunkt mit der z — Achse :

X =
y=
X = —

durch Division mit der rechten Seite erhalten wir

4
3
6

Ebenengleichung der obigen Ebene in Koordinatenform:

Treten in der Koordinatendarstellung
negative Vorzeichen auf, dann sind diese
negativen Vorzeichen den Achsenab-
schnitten hinzuzurechnen.

Die Formel der Achsenabschnittsgleichung
enthalt nur positive Vorzeichen.
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Man kann von gegebenen Vektoren die Koordinatengleichung auch direkt aufstellen, ohne lGber die Parameterdarstellung zu gehen. Dazu benutzt man folgende Grundiberlegung:
1. Jeder Punkt muss die Koodinatengleichung ax, + bx, + cx, = d mit seinen Koordinaten erfiillen.

2. Jeder Richtungsvektor muss mit dem Normalenvektor (a,b,c) einen rechnet Winkel bilden, das Skalarprodukt muss 0 sein.
3. Es entsteht ein Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 4 Variablen a,b,c,d von denen eine Variable frei wahlbar ist. Man benutzt fiir die frei wahlbare Variable den Wert d. Den
sollte man nicht zu klein wahlen, um Briiche zu vermeiden. Ist das Gleichungssystem unlésbar, dann geht die Ebene durch den Ursprung und man muss d = 0 wahlen.

Erscheinen als Losung lange Dezimalzahlen, sollte man das Ergebnis in Briiche umwandeln lassen. Die in der Lésung auftretenden Nenner kann man dann als neue Werte von
d in das Gleichungssystem eingeben und das Gleichungssystem noch einmal rechnen. Als Ergebnisse sollten dann ganzzahlige wert herauskommen. Ein nachtragliches
Kirzen der Zahlen kann ebenfalls durchgefiihrt werden.

3.7.1. Ebene durch Punkt und Richtung

X, Ortsvektor zu einem festen

2 3 4

Punkt der Ebene Y= 4] 0= "7 -

X Ortsvektor eines variablen 1 1 -2
Punktes

2a+4b+ c=d Punkt
3a— b+ c=0 Richtungsvektor
4a-3b-2c=0 Richtungsvektor

a b picht kollineare
Richtungsvektoren

fir d = 36: 4x, + 8x,—4x, = 36

oder: X, *+2%,— X,= 9

3.7.2. Ebene durch drei Punkte

X, X X, Ortsvektoren zu festen 5 5 3
Punkten der Ebene Xo= 14| X =13 N, = [—2}
X Ortsvektor eines variablen 1 2 1

Punktes

2a+4b+ c=d Punkt
5a+3b+2c=d Punkt
3a—-2b+ c=d Punkt

furd=1: - 6x, —1x, + 17x, =1
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3.7.3. Ebene durch zwei sich schneidende Geraden

X= xl+tﬂ1 S,te(-oo,+00) X=x1+tal+su2
X=X+t
X X, Ortsvektoren zu festen

Punkt einer Gerade
@, 8, Richtungsvektoren der

Geraden

3.7.4. Ebene durch zwei parallele Geraden

X=

TR

2a+4b+ c=d Punkt
3a— b+ c=0 Richtungsvektor
a+2b—-2c=0 Richtungsvektor

far d = 40: 8x, + 8x, =40

oder: X, * X,=5

g X=X +t0 E: (¥-%,)0 ((*,—%)x% )=0 oder
gz:X=X2+tu2 E: X:X()+tll1+s(xz_x1)
X,» X, Ortsvektoren zu festen

Punkt einer Gerade
a, %, Richtungsvektoren der

Geraden

3.7.5. Ebene durch eine Gerade und einen Punkt nicht auf der Geraden

X-=
2 -2

3 -6

P

2 3
1 1

2a+4b+ c=d Punkt
3a— b+ c=0 Richtungsvektor
3a—4b+2c=d Punkt

fird=17: —7x, +2x,+23x,=17

X=X +ta
X, Punkt nicht auf der Gerade

X, Ortsvektoren zu festen Punkt

der Gerade
@ Richtungsvektoren der Geraden

X=X +t0 +5(*% %) s,t€ (-0, +0)

el el

2a+4b+ c=d Punkt
3a— b+ c¢c=0 Richtungsvektor
3a+4b—-2c=d Punkt

fird=47:  3x, +10x, + x, =47
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3.8. Umrechnung von Ebenenformen
3.8.1. Umrechnung Parameter — Normalform . Normalenvektor berechnen
X=X, 410 +gb - Xomw_gy 1. Seien p und g zwei Vektoren der
2 0 3 0 3 -1 Ebene (zum Beispiel AB und AC.
Den Normalenvektor erhalt man aus dem X=|0|+y| 0 +y1 n=|0]X 11=13 5 I?\ls g': alsg nJ.pl_u"ndkn. L 4
Vektorprodukt der Richtungsvektoren 0 1 0 1 0 0 ) alig ggl';ter?gona 'tit§ prlie(r)lu?;)muss
¥-X,=t0+sh jon = axh undn-q=0 (2)
( Y_xyomn=09 =>¥ohn=p 1 2 3. Mit den Vektoren
mit D =xon [3} olx - o =0 n, P q,
0 0 = = |p =
( x_xo)(D"“=0:>X®“"=d n :21,0 p2 » g 32
3 3 3
mit d = o =S,0om N -1 heil3t das nach der Definition des
™ X o| 3|=2 Skalarprodukts:
0 n,p, +n,p, +n;p, =0 (1)
ng, +ng, +ng, =0 (2)
4. Jetzt miissen wir eine dritte Gleichung
3.8.2. Umrechnung Normalform — Parameterform %éliji(tjig?] 2‘3';6 guobti:'gaigcfrfizse?/;/iiﬁg:
Xonw—4 N=X +t0 +gb 7. Oariante 2 Dariante die héchstens zwei Unbekannte hat.
Eine der beiden Unbekannten wird frei
. - R =t)gewahlt (z.Bsp.n,=1).
7. Oawiante 2 Dariants N (-1 ( X
) x o3 =2 X ol 3| =-x+3x,=2 5. Gewahlte Zahl einsetzen und das
Fiir " =(n%n.0,n% gesucht Lésung eines linearen inhomogenen 0 0 Gleichungssystem I6sen. Wir erhalten
a B e ’n?,i o " | b Gleichungssystems: eine Gleichung mit y=0+ t+0%s; die Komponenten des Normalen-
und ¥ mit die drei Unbekannten = (0, 0,1) oder Z=0+0%+ s = vektors in Abhangigkeit von t . Jetzt

nicht kollinear sind. Wahle z. B.
=(nL, 0,-n0) oder

b=(n0.-n00)

Es ist dann noch ein Punkt ¥, zu

suchen, der auf der Ebene liegt,
dass ist aber mit der Normalform
sehr einfach, da es eine
Gleichung mit 3 Unbekannten ist,
also 2 Variable frei wahlbar.

= N=X (0 b

xXo ”0=xn]°+yn2°+zn3°=d
Wahl zweier Variablen als Parameter:
x=ty=s
x=0+t+0*s;y=0+0%+s;=

-
z=_75(d-tn?-sn?)

3

0 1 0

0 0 1
X= d_ + t n1o + s n_20

ny’ n’ n;’
:X"+tﬂ+sh

b=(31,0)

X = :]—0 (d -tn,? -sn.%)
(Beide Vektoren sind 1

senkrecht zu n, also - -2 3 0
Richtungsvektoren E: x=|0|+u|1|+v|0O
der Ebene) 0 0 1

\_W_10 Hier muss statt der z Kom-
-2/10 ponente die x-Komponente
X, =2~10| _3_ | =/6/10
V10

genommen werden, da der

0 0 Normalenvektor keine n,
Komponente besitzt und
2/10 0 3 deshalb nicht durch diese
E-%=/610 +y| 0| +y 1 geteilt werden kann. Der
P X= 0 Y1517 V]o| Punkterfillt die

Ebenengleichung.

kdonnen wir t so wahlen, dass es
hiibsch aussieht (also z.Bsp. Briiche
vermieden werden).

« Jetzt fehlt zur Ebenendarstellung nur
noch ein Punkt der Ebene (zum
Beispiel A).

* Die Normalengleichung der Ebene
kann damit angegeben werden:

E:[0X-OAJon=0
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3.8.3. Umrechnung Parameter — Koordinatenform
X=X 1t 4 b = ax+by+cz=d X | X Eine der Variablen a, b, ¢, d ist frei
’ y 1 -3 -3 -6 } ) x1 _ 1 1 5 wahlbar. Man wahlt fiir d einen
) 2 Daxi E: X, |=|8|+t]4 |+r| 8 | B:| X, |=]4|+t-2 +1| -4 pejiebigen von 0 verschiedenen Wert.
7. Oariante (Carignte X, 1 0 2] X, -4 1 0 Fall das Gleichungssystem dann einen
Losung eines linearen inhomo- g4 wird in die Normalendarstellun ‘ Widerspruch erzeugt, ist es noch
) ] g Punkt . g
genen Qlelchungssystgms. umgerechnet und anschlieend in die a(-3)+b8+c1=d | al+bd+c(-4)=d e;'nrr:al mit %? Zg. berecr::ntﬁn. ht di
drei Gleichungen mit vier Koordinatenform umgeschrieben. . d (Hintergrund: In diesem Fall geht die
Unbekannten Richtungsvektoren Ebene durch den Ursprung und d
eX +beXx +Ccex_=d a(-3)+b4+c0=0 al+b(-2)+c1=0 muss 0 sein.)
a* Xy Xoat C* Xpg = a(-6)+b8+c2=0 \ a5-b4 +¢c0=0

asa,+bea,+c+a,=0
asb,+beb,+cb,=0
Der Punkt muss die Ebenenglei-
chung erfillen. Jeder Richtungs-

vektor muss senkrecht
zum Normalenvektor sein.

3.8.4. Umrechnung Koordinatenform — Parameterform

Zunachst wahlt man d # Q, in diesem Fall d = 1

-3a+8b + c =1 ‘ a+db —4¢ =1
—-3a+4b =0 \ a-2b+ ¢ =0
—-6a+8b +2c =0 | 5a—4b =0
Die Lésung des Gleicﬁungssystem lautet:
(V5 Va;0) | 1 +4 —4| 1
und damit die Normalenform: | 0+ -5|1
Vax, + Vax, =1 \ 0 0 0/-6

* Noch einmal rechnen mit
| d =0, oder rechte Seite

| alles 0 setzen:

| 4x,+5%x,+6x,=0

oder mit dem Hauptnenner
durchmultipliziert:
4x,+3x, =12

ax+by+cz=d = X=X t+t0 +5b

Zuerst wird ein Punkt ¥, bestimmt, der die Ebenengleichung erfiillt.

Als zweites sind zwei Vektoren ® und b gesucht, die zum Normalenvektor

n = (a;b;c) senkrecht stehen. Die einfachste Lésung ist, eine Komponente 0 zu

setzen und dann die anderen beiden zu vertauschen, wobei bei einem das

Vorzeichen zu andern ist.

c b
a= 0 b= |3
—-a 0

Diese beiden Vektoren erfiillen diese Bedingung und sind garantiert nicht

linear abhéangig.

-1 1 | Diese beiden Vektoren sind
a= 02 b= —02 senkrecht zum Normalenvektor.
. (3) P ist Spurpunkt und erfiillt die

0 Ebenengleichung

0 -1 1
E: x=[3 |+t 0 |+s |2
0 -2 0

* Von einer Koordinatengleichung kommt

man schnell wieder zurlick zu einer
Parameterdarstellung der Ebene

1. Man sucht zunachst drei Punkte P, Q und
R deren Koordinaten die Koordinatenglei-
chung erfillen. Ein mdglicher Punkt wére
der Spurpunkt P mit P = (0;0; d/n, ).
Analog existieren (meistens) auch Spur-
punkte mit den anderen
Koordinatenachsen.

2. Einer dieser Punkte (zum Beispiel P) wird

als Stltzvektor benutzt.

3. Dann bildet man die Vektoren von diesem

Punkt P zu den beiden anderen Punkten.

4. Man erhalt so insgesamt drei Vektoren

— — —
P =0P;PQ und PR
und kann die Parameterform hinschreiben.
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3.8.5. Umrechnung Normalform — Koordinatenform - Wir kénnen die Normalengleichung noch
Die Normalform ist nur eine F-¥)on=0 Il?r:\llvnaiév;?re Darstellung der Ebene
andere Schreibweise der Xon=p X, 2 N
Koordinatenform x| o| 1| =3 E 2x+x-x=3 E: [OX OA] n=
nx+ny+nz=D A X n,
3 1
Die Koeffizienten der Koordinatenform sind % | = N2
die Komponenten des Normalenvektors, X Ny

(x,—a)n, + (xz—az) n,+(x,—a)n,=0

X1n1 +X2n2+x3n3= a1n1 +aZn2+aa‘n3
nennen wir d

+ Dabis auf x,, x, und x, alles bekannt ist
kénnen wir die allgememe Koordinaten-

gleichung der Ebene angeben:
E:x,n +x,n,+x,n,=d

3.8.6. Umrechnung Koordinatenform — Normalform
ax+by+cz=d = ¥o®=D Wir kdnnen die Koordinatenform in eine
a Normalenform umwandeln, indem wir die
n=|p| D=d Koeffizienten der Koordinatenform als
c Komponenten des Normalenvektors

benutzen.

Aus
E:ax,+bx,+cx,=d

wird



http://www.treff-lernen.de/

www.treff-lernen.de Analytische Geometrie — Geraden und Ebenen Seite 15

Aufgabenstellung Darstellung Musteraufgabe Erlauterung

4. Lagebeziehungen zu Geraden

© Skalarprodukt

d Lotvektor

d(P,g) = |h| Abstand des Punktes P zur Geraden g

X Ortsvektor zum FuBpunkt des Lotes

t. Parameterwert t von ¥_auf der Geraden g

D|e Lotebene ist eine senkrechte Ebene zur Gerade. s.dazu Lagebeziehung
Ebene -Gerade

4.1. Abstand eines Punktes zu einer Geraden im R?
g Xon = d
P: XP W@E

Esgilt: [¥x =x +D
F P
b”no

o %=} vu2] P

Losungsweg:
Schnittpunkt mit der senkrechten Geraden durch P

1
Normalenvektor von g: [3}
1. Der FuBpunkt ergibt sich aus
P plus Abstandsvektor.

2. Der Abstandsvektor ist parallel

Geradengleichung durch P oL 7=[g} . 8{1}

zum Normalenvektor der und senkrecht zu g: 3
Geraden
Schnittpunkt: 1+3t=4+1s Abstandsberechnungen gehen Uber die
2-1t=9+3s Hessesche Normalform, sofern es flir das
_ Der Abstandsvektor ? ist eine Proiekti : _ _ Objekt eine Hessesche Normalform gibt.
> *-% )no der v Sb?nd sve orkt 'S emeP rOJeh ,I:0n ¢ :1)’: :13 S B ; t=1/5 Damit ist die Richtung des senkrechten
s verbindungsveklors von i nach  au -1t-3s= s=-12/5 Abstandes eindeutig vorgegeben.
den Normaleneinheitsvektor.
X X \oo o Das Skalarprodukt ist die Projektion eines Schnittpunkt mit g: X = {1} + 1/5 . [3 } = [8/5} Fir Geraden im R? gibt es eine Hessesche
= ((% —%p)0M) Vektors auf einen anderen. s (2 -1 1955 Normalform. Dieser Lésungsweg ist ganz
Dieser Abstand ist mit der Richtung des L [ﬂ [1 ] a/5 links aufgefihrt.
inhei iplizi : = - 12/5-
Normaleneinheitsvektors zu multiplizieren g Xs= g 3 9/5 Die Schnittpunktberechnung zweier
= (d — X, ©Mo) Mo Da ¥, auf der Ebene liegt, ist ¥,0" = d Geraden ist aber vielleicht sicherer.
Differenzvektor zwischen —-12/5
Der Betrag von D ist der gesuchte Abstand Schnittpunkt und P: S — P - 36/5

Abstand ist Lange des Differenzvektors:

1/5 V144 + 1296 = 1/5 V144 + 9-144
=12/5V10 =7,59



http://www.treff-lernen.de/

www.treff-lernen.de

Analytische Geometrie — Geraden und Ebenen

Seite 16

Aufgabenstellung

Darstellung

Musteraufgabe

Erlduterung

4.2. Abstand eines Punktes zu einer Geraden im R®

4.2.1. Projektion ¥, — ¥, von auf den Richtungsvektor ®

g X:xo +ta

P: X

Es gilt:

}f@wd@’

X =X _D
F P
x=X+tlI
F o 'F
0=u®b

7. Qariante
xP_h= xo+t|=a |®a

(xP - xo )@ll = tF |l1|2

t = (xP _ xo )Ga
F |a|2
2. Qariante

(xp_xo)a = XF_ontFu

= ((xp - xo )@aO) ao

= XF = xo + (¥, — X, )ou0) a0

Der FuBpunkt kann Gber den Punkt P und
Uber die Gerade ausgedriickt werden. Diese
Vektorgleichung kann man skalar mit dem
Vektor ® multiplizieren

|%2 ist eine reelle Zahl (kein Vektor) durch
die dividiert werden kann

Parameter der Geraden zum Fuf3punkt

Die Projektion des Verbindungsvektors ¥, —
X, auf die Gerade g ist der Abstand von ¥,
zum FuBpunkt ¥_ und damit auch t_®

Die Lange des Abstandes ist (¥, — ¥, )o®
und die Richtung ®. Das Ergebnis ist ein
Vektor, der von ¥ zu ¥, zeigt.

P (2]-3/5)

7. Qariante
Differenzvektor:

4
3
3

2+2t
6+t
-2 -t

FuRpunkt

J+

(O]

2
t |1
-1

2

1| =2(2+2t)+1(6+t) + (-1)(—2-t)=0

-1

2
— -3
5

Skalarprodukt mit Richtungsvektor

2
=| 6

+ 2t
+t

-2 -t

444t +6+t +2+t =0

6t=-12

t=-2
_ 12

V6
JFquunkt

Im R® gibt es fiir eine Gerade keine ein-
heitliche senkrechte Richtung .

Deshalb kann hier nicht mit einem
Normalenvektor gearbeitet werden.

Alle Abstandsberechnungen fiir Geraden im
R® missen lber den FulRpunkt gehen.

Fir die Bestimmung des FuBpunktes F muss
ein Parameter t_ bestimmt werden, der den

Richtungsvektor bis zum Fuflipunkt
verlangert.

7. Dariante

Berechne den Abstand des Punktes P von
einem beliebigen Geradenpunkt durch
Subtraktion des Punktes von der Geraden-
gleichung.

Der gesuchte Abstand ist derjenige, der mit
dem Richtungsvektor der geraden einen
rechten Winkel bildet.

Deshalb muss das Skalarprodukt von
Richtungsvektor und Abstandsvektor O sein.

2. Variante
Projektion des Vektors P—x; auf den Einheits-

vektor des Richtungsvektors liefert die
Entfernung des FuRRpunktes vom Aufpunkt der
Geraden.

Multipliziert man diesen Abstand mit dem
Einheitsvektor #° des Richtungsvektors

erhalt man den gesuchten FuBpunkt
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Aufgabenstellung Darstellung Musteraufgabe
4.2.2. Bestimmung des FuRpunktes mittels senkrechter Hilfsebene
Es gilt: 4
P (2| -3|5) g X= 3| +t¢

E: (¥-X,)00=0 3
Die Ebene wird in Hessescher X 2 E g o ?
Normalform erzeugt, mit dem E o1 =c 5 1
Aufpunkt P, von dem der Abstand X3 -1
berechnet werden soll und dem X
Richtungsvektor ® der Geraden als . ! 2
Normalenvektor der Ebene was zur Ebenengleichung E: | % |©| 1| =—4 f{hrt.

(5 +t*)-X o a=0

In diese Ebenengleichung ist fiir
den Vektor ¥ die komplette

Geradengleichung einzusetzen.
X o8 +taon_X ea=0
toon= (X _X)on

(xP — xo )@ll

b= ap

Mit Hilfe des Parameter t_ l&sst sich der
FuRpunkt der Geraden bestimmen.

4.2.3. Bestimmung des Abstandes Uber Trigonometrie

3

Einsetzen der Geradengleichung in die (Koordinatenform

der) Ebenengleichung

22X, + X, - X, ==4 4

2(4+2t)+ (3+t) — (3-t) =—4 F

t=-2 3

Die unterschiedlichen Werte fiir t resultieren daraus, dass
einmal auf den Einheitsvektor Bezug genommen wird und
einem auf den originalen Richtungsvektor. Der zuerst

berechnete Wert dividiert durch die

12 1 _

Lange des Richtungsvektors ergibt: —=

6 6

X=[3| -2

» Gegeben ist eine Gerade
g,: OX=64\>+ rmund ein Punkt P (p,,p,.p,)

» Der Abstand ist gerade die Strecke von P zu
dessen LotfuBpunkt L auf der Geraden. Das
einzige Problem besteht darin diesen Punkt
zu finden.

1. L ist der Schnittpunkt einer Hilfsebene H
die senkrecht zu g steht und den Punkt P
enthalt.

2. Die Normalengleichung der Hilfsebene ist
schnell gefunden, denn wir brauchen nur
zwei Dinge: den Normalenvektor und
einen Punkt
(a) Einen Punkt haben wir schon, P .

(b) Der Richtungsvektor der Geraden steht
senkrecht zu H, ist also gleichzeitig ein
Normalenvektor von H.

(c) Damit hat die Hilfsebene folgende

Gleichung:

H: LW— OA]oE=o

3. Der gesuchte Punkt L ist jetzt der
Schnittpunkt von H und g. Der gesuchte
Punkt L ist jetzt der Schnittpunkt von H
und g. Und das berechnen wir wie unter

d=|%-%|sina

Dazu muss man noch nicht einmal
den Winkel a berechnen, da nach
dem Pythagoras der Trigonometrie

gilt:
sin2a+cos?a =1
d=|¥ —X|«V1—cos’

P

X _X\yon |2
=|3(_X|.¢1_¢
P 0 |xP_xO| El

Grundsatzlich kann man auch davon ausgehen, dass eine

Gerade und ein Punkt in einer Ebene liegen.

(Konstruktionsmoglichkeit fir eine Ebenengleichung).
Deshalb wird die Problematik in dieser Ebene betrachtet.

Der Winkel 1813t sich aus dem Skalarprodukt der beiden
Vektoren a und ¥, — ¥ berechnen. Der Betrag von ¥, — ¥

ist bekannt. Dann kann man den Abstand d (kein Vektor,
nur Malzahl) Gber die elementare Trigonometrie

berechnen:

1.3 (Gerade als eipen Vektor schreiben;
den dann statt OX in H einsetzen; den
Parameter r ausrechnen; den in die
Geradengleichung einsetzen OL).

4. Der gesuchte Abstand ist dann die
Lange der Strecke zwischen P und L,
alsod = (P,L)
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4.3. Lagebeziehungen zwischen Geraden (Ubersicht) g, _X’:E’ mit ?# 0
- = - —
g,: x=Q+ mit v#0

Frage @

Frage @

Peg,?

Liegt P auch auf g, ?

- = — e
9,: P-Q=sv mit v#0

Punktprobe: Ist der Differenzvektor der beiden
Aufpunkte ein Vielfaches eine Richtungsvektors.

ja

9,59,
Geraden sind
identisch

nein

g9, g,
%"

Geraden sind
parallel

— —
uxv #0

nein

Gibt es einen Schnittpunkt

— — — —
P+tu=Q+s v

Lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 2 Unbekannten. Das Ergebnis
ist nicht der Schnittpunkt, sondern die Parameter fiir die Geradengleichungen

zur Bestimmung des Schnittpunktes.

hat eine
Lésung

g, und g, schneiden
sich in einem Punkt

hat keine
Lésung

g, und g, sind
windschief

Nachweis mit der Vektorrechnung

- 5 - —

det(P-Q,u,v)=0

- 5 - —

det(P-Q,u,v)=0

- 5 -5 —

det(P-Q,u,v)#0

- = — - = —
(P-Q)xu=0 (P-Q)xu#0
‘ Nachweis mit dem Gauly'schem Algorithmus ‘
t s t s t s t s
5 4 T 5 4 T 0 |3 10 0
0 [0 0 lo | ¢ 0 o s 0o fo |1
0 |0 |0 0 [0 0 0 [0 [0] 0 |0 1

Die Geraden sind identisch.
Fir rund s gibt es unendlich viele Lésungen
r+s-5=4.2 und 3. Zeile immer gultig.

Die Geraden sind parallel und
nicht identisch.

2. Zeile: Widerspruch
3. Zeile: immer giiltig

Die Geraden schneiden sich.
Das LGS ist eindeutig I6sbar,
hier:r=3,s=2.

Die Geraden sind windschief.
3. Zeile: Widerspruch
s-0=1
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4.3.1. Nachweis identischer Geraden
g; ¥ =X +t0 ) 3 7 3 Wenn nachgewiesen ist, dass die beiden
S X =X o X=|-3 2 =3 2 Geraden parallel sind, dann ist fur die
9z 2 tu 9% 2 s 2 G- X 4 *t 2 Identitat nachzuweisen, dass der Aufpunkt
der ersten Geraden auch Geradenpunkt der
7 5 3 zweiten Geraden ist, oder umgekehrt.
3|=|-3|+s]|2
4 -2 2
9=s3 Alle drei Gleichungen haben die Losung s = 3.
Jede Zeile einzeln aufschreiben: 6=s2 Damit liegt der Aufpunkt der zweiten Geraden
6=s2 auch auf der ersten Geraden.
4.3.2. Abstand paralleler Geraden mittels Hilfsebene
g1:x=x1+ta E: (x_xl)®a=0 R [4} 3 -2 3
SX =X 40 g,:x=|-2| +t|2 X=|-3| +g|2
% : 1 5 2 % 2 2
Senkrechte Ebene zu den beiden Bei parallelen Geraden kann man davon aus-
Geraden: 4 3 gehen, dass sie den gleichen Richtungsvektor
E- (X-X)o a = Ebenengleichung: X =2/ Jo|2| =0 haben, wenn nicht, kann man den gleichen
o t 1= 5 2 Richtungsvektor benutzten.
Hessescher Normalform )
3x,+2x,+2x,=18 Man baut zur Geraden g, eine senkrechte
Ur q.: Hilfseb f, wie beim Abstand ei
Einsetzen der Geradengleichung 2 Durchstofipunic i oy Punkies von einer Geraden. Die Hilfsebene
in die Ebenengleichung zur 4+3t-4)3+(-2+2t-+2)2+(5+2t-5)2=0 benutzt den Aufounkt X voﬁ als eigenen
Bestimmung des DurchstoR3- t=0 P ! 9 9

punktes. Fir Geradengleichung 1
ist Aufpunkt gleich DurchstoR-
punkt, da mit diesem die
Ebenengleichung erzeugt wurde.

(X2+UD2112—X1)® b =d

Ly = =T X)en,

D2 aea
1 2

(Da die Ebenengleichung mit dem Aufpunkt von g,

erstellt wurde, ist dieser Aufpunkt auch gleichzeitig
DurchstoBpunkt von g, durch die Ebene.)

Durchstofpunkt fir g,:

(2+3s-4)3 +(—3+2s+2) 2 + (-2 + 2s -5)
-34+17s
s

x,] =|-2 AF2 =11 (xl - x}:z) =3
5 2 -

| (%,-%,) | =18 =32

2=0

0
2

Aufpunkt und den Richtungsvektor ®  als
Normalenvektor.

Der DurchstoRpunkt ¥_, der zweiten
Geraden g, durch diese Ebene ist der

FuBpunkt des Lotes. Der Abstand zwischen
dem Aufpunkt der Ebene und dem
Durchsto3punkt ist der gesuchte Abstand .
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4.3.3. Abstand paralleler Geraden mittels Vektorprodukt
1. Zwei parallele Geraden liegen immer in
X=X a -2 3 4 3
9, , +t % Parameterform o D B B =15 il einer Ebene.
g,; ¥ =%,+u® Parameterform g, X= 5 S 5 9, X*= 5 5 2. Der Verbindungsvektor der beiden
Aufpunkte liegt ebenfalls in dieser Ebene.
=0,y (X,—X) 3. Das Vektorprodukt des Verbindungs-
T 6 4 vektors mit einem Richtungsvektor steht
d=n,xn %, —%)= | 1 "o,y (¥, X)) = '3 senkrecht auch der Ebene (%, x (¥, — %))
= 8, x (%, x (%, — %) 7 2t 3 4. Das Vektorprodukt dieses Vektors mit
2t einem Richtungsvektor liegt in der Ebene
0 o und ist senkrecht zur Geraden, damit die
. - . = = = Richt des Abstandes:
Die Projektion des Verbindungsvektors da,xt= 1 1%1=12 a I():( (:n)? (xei X )i andes
X, — ¥ auf den Einheitsvektor von - 2hteni 2
liefert den Abstand der beid
(Ifefadein stand der beiden do(x,_%) 0] |6 ... liegt in der Ebene, da senkrecht zu n;
' Abstand: *ﬁl =77 1 1 .. ist senkrecht zur Geraden, da mit deren
| 1) \7 Richtungsvektor erstellt.
= 9 - i -
=% T g =78 V2

4.3.4. Schnittpunkt zweier Geraden im R®

Lésung eines linearen inhomogenen
Gleichungssystems: zwei Gleichung mit
zwei Unbekannten

g, ¥ =X +t® Parameterform
g,; ¥ =%,+u® Parameterform

N —X n
R N XN +tyu 0 -X+0
—> 2P Us = T

X =Xty 0

U, —t 8 =X _%

t; und ug sind die Parameter, die in der
jeweiligen Geraden zum Schnittpunkt flhren

Xo1 + U8, X, +t-ay
Xp+ U 8y | = X, +t -8,
Xz + U8y X3+t -85

Nicht alle Geraden im R? besitzen einen
Schnittpunkt miteinander. Sie sind dann
windschief. Das macht sich daran
bemerkbar, dass das Gleichungssystem
keine Losung hat.

Das Gleichungssystem besitzt eine Losung: t=1;s=-2
Durch Einsetzen der ermittelten Parameter erhalt man den

Schnittpunkt:
7 -7 21 18
1 |-2+|1|= |-1|o0der| 9
8 -3 14 11

7 -7s =18+ 3t —7s—- 3t =11
1+ s = 9-10t = s+10t = 8
8 -3 =11+ 3t -3s—- 3t =3

3

+1.[_;0}

—1
14

21

J

Der Geraden-Schnittpunkt-Test:

1. Um zu testen, ob es so einen Punkt
gibt, setzt man die beiden
Geradengleichungen gleich und
schaut, ob es eine Lésung gibt.

2. Das Gleichungssystem mit drei
Gleichungen und den zwei unbe-

kannten Parametern |6sen

Ergebnis: Wenn wir eine Lésung
bekommen, schneiden sich die
beiden Geraden.
Schnittpunktberechnung: Um den
Schnittpunkt zu bekommen, muss
man einen errechneten Parameter in
die entsprechende (wichtig: nicht in
die andere!) Geradengleichung
einsetzen und erhalt damit OS.


http://www.treff-lernen.de/

www.treff-lernen.de

Analytische Geometrie — Geraden und Ebenen

Seite 21

Aufgabenstellung Darstellung

Musteraufgabe

Erlauterung

4.3.5. Abstand windschiefer Geraden

91:3: :x1+tll1
gz:x :l2+tl12

h@u1 = B@az =0
E, Il E

n=a ya
1X2

E1: ¥-Xpon=90
Der gesuchte Abstand wird berechnet Gber
den Abstand des Punktes ¥, zu dieser

Ebene. Der Abstandsvektor ® = d 1

4.3.6. FulRpunkte des Abstandes windschiefer Geraden

Teil 1: Bestimme die Ebenengleichungen

Aufpunkt einer Ebene N 1 1 2
und die Richtungs- E:x=|-3| +t|2 |+s| -3
vektoren beider Geraden: 2 -3 0
9
9O Normalenvektor der Ebene, n=| g
7 —
Normalform oder E - 9 - 1 ~
Koordinatenform: 10 |69 X — -3 =0
7

Teil 2: Bestimme den Abstand

1 9 14 13
JE— 4 | — - =d
92 + 62 + 72 3 2

6
7

Zu zwei windschiefen Geraden lassen sich
immer zwei Ebenen finden, so dass jede
Gerade in einer dieser Ebenen liegt und
diese beiden Ebenen parallel sind !

Dazu benutzt man fir die Ebene jeweils die
Darstellung einer Geraden und hangt als
zweiten Richtungsvektor den
Richtungsvektor der anderen Geraden an.
Parallele Ebenen haben den gleichen
Normalenvektor und der ist auch die
Richtung des Abstandsvektors.

1 9| |13 1
e _ 166
92+62+72[6}o[7J_ 92+62+72(117+42+7)_ —__ =1288

7 1

V166

g, X = X1 +ta Die gesuchten FuRBpunkte sind zwei Punkte
auf je einer Geraden. Der Abstand ist der
Verbindungsvektor zwischen beiden
FuBpunkten. Bilde den Abstand zwischen
zwei beliebigen Punkten auf den beiden

Geraden:

92:3 :x2+saz

X =X +t o
F1 1 F1 1
X =X a
F2 2+S

F2 2
Ser= Sert D SRR TR LEY
h(9'11 = b@u2 =0 Fir den gesuchten Abstand muss dieser
E, IlE, Differenzvektor senkrecht zu jedem

Richtungsvektor sein.
[X1 +tu1_(x2+sa2)]@a1 =0

[x1+tu1_(xz+su2)]@u2:o

Daraus entsteht ein Gleichungssystem in
den Variablen t und s. Die berechneten
Werte fuhren zu den FuRpunkten auf der
jeweiligen Geraden.

1 ; 14 2
:_)z =3| +t ;_’= 4 | +s|-3
R P I B A S{o}

Fir beide Gleichungen bendtigt man den
Differenzvektor der beiden Geradengleichungen

SR PO

Skalarprodukt mit dem Richtungsvektor von g.:
(13+2s—t)1+(7-3s—-2t)2+ (1 +0s +3t) (-3)=0

Skalarprodukt mit dem Richtungsvektor von g,
(13+2s—-t)2+(7-3s—-2t) (-3)+ (1 +0s +3t)0=0

24— 4s-14t=0
5+13s+ 4t=0

Fahrt zu dem Gleichungssystem:

24= 4s+14t
5=-13s— 4t

liefert die Lésung: s=-1; t=2

oder umgestellt:

Die gesuchten Fupunkte sind diejenigen
Punkte auf der Geraden, fiir die der
kirzeste Abstand erreicht wird.

Der Abstandsvektor ® = X, — ¥, muss
senkrecht auf beiden Richtungsvektoren
@ und %, der Geraden stehen.

Diese Bedingung wird zur Bestimmung
der FuRpunkte ausgenutzt.
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5. Lagebeziehungen zu Ebenen X, 1 1. Sei die Normalengleichung der Ebene:
R " = [3)o[z] - NEINE
X ektorprodu reuzprodu X
> Lotvektor 3 E: y| - |a o | n,| =0
d(P,g) = |?| Abstand des Punktes P zur Ebene E Hessescher Normalform . z & s
n 1 —_— —_—
Normalenvektor der Ebene Das Skalarprodukt ist eine Projektion des Vektors X, OX - OA Normalenvektor
1o Normaleneinheitsvektor der Ebene X n
X Ortsvektor zum FuBpunkt des Lotes auf den Normalenvektor. Diese Projektion hat fur alle* " 2. Der N | Kt hat die L
X Ortsvektoren, die in der Ebene liegen den gleichen Wert, <- Dér Normalenvekior n hat die Lange
te S Parameterwert tund s von % auf der Ebene E dafiir ist es ja die Ebenengleichung, die ein Merkmal fiir In| = V'n>+ n,* n2. Wir wollen aber

5.1. Abstand eines Punktes zu einer Ebene

E: Yo" =d Hessescher Abstandsberechnungen erfolgen
Normalform grundsatzlich tber die HNF oder die
P: X Koordinatenform.
Es gilt: X =x 9 e’
b || Mo

7. Qariante

Abstand: 19 1= ~, - )m

= (X, = X,)oM

Abstandsvektor:

D = | b | o
((%; = X5 )om) W0
(d — X, oMo Mo

Der Abstandsvektor ? ist die Projektion des
Differenzvektors ¥, — ¥, auf den Einheits-
vektor in Normalenrichtung ™o .

Dabei ist auf die Orientierung von ® zu achten, sonst liegt der FuRpunkt nicht

auf der Ebene. Wenn bei der Abstandsberechnung der orientierte Abstand
benutzt wird, vereinfacht sich die Rechnung.

2. Cariante

Geradengleichung durch P mit dem Normalenvektor ™ als Richtungsvektor

der Geraden.
g: X= xP +tn

FuBpunkt: X_ = X, + D

Durchstof3punkt durch die Ebene bestimmen liefert den FuRpunkt.

alle Punkte der Ebene ist. einen Normalenvektor, der die Lange
Fir Punkte auf3erhalb der Ebene entstehen andere Werte.  eins hat. Den nennen wir Normalen-
Bringt man den konstanten Wert mit auf die linke Seite, einheitsvektor n°. Er berechnet sich
erhalt man fiir die Ebene die Gleichung wie folgt: n
Xy 1 0 n 1 n1
n = — = — - 2
E: | X%|©-2|-1=0 InlInl |n
X 4 3

3
3. Die Hesse-Normalform (HNF) einer

Ebene ist da@jeﬂig:
£ [OX - 0A | =0oder

aquivalent dazu kann man die Koordinatenform der
Ebene benutzen X, —2x +4x,-1=0

Fir alle Ortsvektoren, deren Ende nicht auf der Ebene

liegt wird die Gleichung auf der rechten Seite keine 0 X n, Y

liefern. Da der Normalenvektor senkrecht auf der Ebene yl - |nlon® =0
steht, werden die Ortsvektoren auf den senkrechten 7 n, Normalen
Abstand projiziert und geben so ein Mal flr den einheitsvektor

Abstand an. Hat der Normalenvektor die Lange 1, dann

ist der exakte metrische Abstand bestimmt. OX - OA

1 1 1 4 » Mit dieser HNF kann man jeden Abstand
— 6|ol-2|_1= — d eines Punktes zu einer Ebene einfach
V21 2 4 21 ausrechnen:
1. Sei ein Punkt P mit den Koordinaten
Der mit dem Vorzeichen orientierte Abstand zeigt, dass P (p,, p,, P,) gegeben.

der Normalenvektor und der Ortsvektor einen Winkel tiber
90° miteinander bilden (cos negativ), damit liegt der Punkt 2 OT;statt &n die HNF einsetzten.

nicht auf der Seite, in die der Normalenvektor zeigt. Hat :
der Abstand zum Nullpunkt das gleiche Vorzeichen liegt Rggtgﬁg?g davon ist der gesuchte
der Punkt in dem Halbraum, in dem auch der Ursprung '

liegt. d(P, E)= (OP - OA) o i®
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5.2. Lagebeziehungen zwischen Geraden und Ebenen (Ubersicht) g: X=P +tu mit u#0
— — — — L > NN
E: x=Q+rv+sw mitv,w#0 pzw. (x-Q)*n°=0

Frage @

—_ - —

det(u,v,w)=0

ja
- —
u-n=0

Frage (2) LiegtPauchinE? PEE?

Punktprobe; 3 Gleichungen mit 2 Unbekannten (Ebene).

Ist der Differenzvektor der beiden

Liegt der Richtungsvektor der Geraden
in der Ebene oder ist er parallel

nein

u,v,w linear abhangig
oder uen®=0

— - —

det(u,v,w)#0

- —
u-n#0

g und E schneiden sich in einem Punkt

Lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3 Unbekannten.
Das Ergebnis ist nicht der Schnittpunkt, sondern die Parameter fiir
die Geradengleichung oder Ebenengleichung zur Bestimmung

Aufpunkte ein Vielfaches der beiden E)_ 6 = r_\; + s_v)v des Schnittpunktes.
Richtungsvektors.
g liegtin E g || E g parallel
g¢EzuE
‘ Nachweis mit der Vektorrechnung
—_ - — — _ - — — —_ — —>
det(P-Q,v,w)=0 det(P-Q,v,w)#0 det(u,v,w)#0
- = — - - - —_ —
(P-Q)+*n=0 (P-Q)+*n=0 ue-n#0
‘ Nachweis mit dem Gaufd'schem Algorithmus
t r S t r S ¢t s
1 0 4 |0 1 0 4 |3
0 1 210 0 1 20 (1) (1> ‘21 8
0 0 0 |1
Gerade und Ebene sind

Gerade liegt in der Ebene.
Es ist eine einparametrige
Lésung moglich =

Gerade als L6sungsmenge

parallel nicht in Ebene.
Die 3. Zeile enthalt
Widerspruch

Es gibt einen Schnittpunkt.
Eindeutig I6sbar
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5.2.1. DurchstoRpunkt Gerade — Ebene

_ { X,0"=D gc E Gerade liegtin der Ebene
aon { =0 X, 0n#D g ||E Gerade parallel zur Ebene

# 0 g schneidet E

g: X:X()+tll
E: Xon=D

5.2.1.1. Ebene in Parameterdarstellung

Ebenengleichung Geradengleichung

IR

E: X=X+t +sh

g: ¥=X,+ut

Lésung durch Gleichungssystem:

X2+ul‘=xl+tll +Sh

ut—te _gh =x _ x,

5.2.1.2. Ebene in Normalenform

Gleichungssystem von 3 Gleichungen mit 3
Unbekannten. Eindeutige Losung gegeben,
da ¥ keine Linearkombination von ® und 8

HEHRSHRHEH

X n=(x a n
s © (0+|:S )©
= x0®”+ts aon=pD

D-Xon
4= Taon

1
Normalenvektor der obigen Ebene: "= [-g }

Ebene in Normalform:

1 —
E,:|3] o] x =
2

D-X0" _ 8 _ (41 +4+(-3)+6:2)

Ein Punkt, der sowohl auf der Ebene, wie
1 1 N auf der Gerade liegen soll, muss beide
5 =0 oder E,: | -3| o x = —8 Gleichungen erfiillen. Damit kann man fir
3 2 diesen einen Punkt die Geradengleichung in
die Ebenengleichung einsetzen, da dieser
Geradenpunkt auch ein Ebenenpunkt ist.

L= Taom T (201 + 14(3) + (1)2)
_ =8-4+12-12
- 2-3-2
_12 Der berechnete Parameterwert t ist in die
t= "3 = 4 Geradengleichung einzusetzen und liefert

Eingesetzt in die Geradengleichung fuhrt zum die Koordinaten des Schnittpunktes

Durchstof3punkt
4 2 12
4|+ 441/ =8
6 -1 2
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5.2.2. Abstand Gerade — Ebene

Ebene in Normalform bringen
g X= XO +ta
E: (x_x1 )@no =0

P =|(%-%,) © ™|
= |x0@110 -d I

(Die Richtung von ® ist )
D= |h| o

5.2.3. Gerade liegt in der Ebene

Benutze den Aufpunkt der Geraden und den
Normaleneinheitsvektor der Ebene

Ebene in Normalform: Geradengleichung

1 B 1 4 2

— —
E1:{_3}o X —|5 =0 X= g +re 11
3 -

2
NON (AN 2
dl="—"_|- o - =

Ein Abstand zwischen Geraden und Ebene
ist nur dann berechenbar, wenn die Gerade
parallel zur Ebene verlauft.

Jeder Punkt der Geraden hat dann den
gleichen Abstand von der Ebene.

Man benutzt den Aufpunkt der Geraden, um
den Abstand eines Punktes zu einer Ebene
zu berechnen. Dieser ist gleich dem Abstand
der Geraden.

Ebene in Normalform bringen

g:x:x0+tll
E: (x_x1 )@no =0

5.3. Schnittwinkel Gerade — Ebene

g: x:xo+ta
E: Xon=D

cos £ (11, ll) =

o a

" 1%

Anschliel3end ist der ermittelte Winkel von
90° zu subtrahieren, da bei der Ebenen mit
dem Normalenvektor und nicht mit
Richtungsvektoren gearbeitet wurde



http://www.treff-lernen.de/

www.treff-lernen.de Analytische Geometrie — Geraden und Ebenen Seite 26
Aufgabenstellung Darstellung Musteraufgabe Erlauterung
5.4. Lagebeziehungen zwischen Ebenen (Ubersicht - = - .
g g ( ) E1:?=T5+t§)+s? mitzg;éo E,: x=Q+kc+Id mitc,d#0
bzw. in Normalenform
- - — E (;)_ 6) -?0 =0
E,:(x=P)+*n’=0 2 2
Frage @ n,, n, linear abhangig
— — — —
n, xn,=0 n, xn,#0
Ja nein
PEE,? , ,
Frage @ E, und E, schneiden sich

Punktprobe;

Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 2 Unbekannten.

Liegt P auch auf E, ?

Ist der Differenzvektor der beiden Aufpunkte
ein Vielfaches der beiden Richtungsvektors.

—

P-Q

—

Ebenen sind identisch

=t_a)+s_b)

E E

E, =

2

Ebenen sind parallel

Lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 4 Unbekannten.
Das Ergebnis ist, wenn das Gleichungssystem Iésbar ist eine
Parameterlésung, damit eine Gerade.

Nachweis mit der Vektorrechnung ‘

Beide Ebenen identisch.
Es ist eine zweiparametrige

Lésung méglich =

Ebene als Lésungsmenge

Die Ebenen sind parallel
aber nicht identisch.

Die 3. Zeile enthalt Widerspruch

_ > - — - - - —
det(P-Q,a,b)=0 det(P-Q,a,b)#0
‘ Nachweis mit dem Gaul'schem Algorithmus ‘
t s k| t s k |
t k |
170 4 3 |0 1o 4 3 1o 1 0 4 3 |0
0o 1 2 5 0 0 1 2 5 0 0o 1 2 5 0
0 0 [0 0 |0 0o 0o 0 [0 |1 0 0o [1 3 2]

Es gibt eine Schnittgerade.
Es gibt eine Parameterlésung =
Gerade als Losungsmenge
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5.4.1. Schnittgerade : Beide Ebenen in Parameterform

¥EX tutty ) Gleichsetzen der beiden Ebenengleichungen
X = x2 +to +b

2

2

tag+sh2—ual+vhl=x1—x2

Gleichungssystem 3 Gleichungen mit 4
Unbekannten: t, s, u, v.

5.4.2. Schnittgerade : Eine Ebene in Parameterdarstellung, eine Ebene in Normalenform

Ebenengleichung 1

— _)_
x2+ta2+sh —"1+u“l+vl‘1 x—{

Ebenengleichung 2

4 -3 4 2 1 Die Ldsung fuhrt zu einer Parameterldsung,
} +te [2 J +s [ 1} = [4J tu- [1 J Y [ 2} die geometrisch eine Gerade darstellt.
4

1 3 6 1 Das ist die Schnittgerade.
1+4t-3s = 4+2u—-v
5+2t+ s =4+ u+2v
3+ t+3s = 6—- u-4v

4t—3s—-2u+ v= 3
2t+ s— u—-2v= -1
t+3s+ u+td4v= 3

7. Qariante
(I) Berechne einen gemeinsamen Punkt
)P:X1 +tpa +Sph
XP@II2 =D

E1: x:x1+ta +Sh
- Xon_ =
E, Yom, =D,

7. Qariante

2

(1) Berechne einen gemeinsamen Einsetzen der ersten Ebenengleichung in

Punkt die zweite.
(I1) Berechne den X0 =X+t 0+s bon =p,
Richtungsvektor Xpaﬂz = x1@n2+ t aen + Sp It@nz =D,
Ergibt 1 Gleichung mit 2 Unbekannten
2. Qariante 7. Wariante 2. asiante
. . . aon, £ b om #0
Einsetzen E, in E, : setze 5,20 setze t,=0
D.-X0on _D,-¥o0n
= tP= 2a®—1“22 = SP_ W

(1) Berechne den Richtungsvektor
ronxn = (axb)xnz = h(u@n2 ) - nZ(u@h)

It =0 xn = b (wom ) _nz(a@h) |

=>X=X +kt
P

2. Qariante
E 4 4
E,: Xx= 4|+ te| 1] +s°1
3 3 1

E,, x,+2x, +2x,= 5
EinsetzenE, inE, :

1(3-4t +4s) + 2(4+t-s) +2(3+3t+s) = 5
17 +4t+4s=5

=—t-3
4
+(t=3)+ 1
1
Setzt man in der unter Variante 1 ermittelten
Geradengleichung t=7, so erhalt man diesen
-8 Aufpunkt. Es sind also die gleichen Geraden.
Der Richtungsvektor der Schnittgerade lasst

sich aus dem Vektorprodukt der beiden
Normalenvektoren bestimmen.
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5.4.3. Schnittgerade : Beide Ebenen in Normalenform

E1: X@n1 = D1
EZ: xon2 = D2

7. Qariante
Xon = =
© 1 Xn11+yn12+zn13 d1
Xon = -
© 2—xn21+yn22+zn23—d2
Lésung eines linearen
inhomogenen Gleichungssystems:

2 Gleichung , 3 Unbekannten
1 wahlfreier Parameter

5.4.4. Abstand paralleler Ebenen

7. Dariante E;: x,+2x, +2x,= 5

E,; x, +4x, =19
X, =t
19 —
X =19-4t g3 0| ¢ 1
X, =—T7+t - 1
2. Wariante Normalenvektoren der Ebenen:
o[ o [
n1 = 2 n2 = 4
0
N -8
Richtungsvektor der Geraden: = |2 x |4 | = |2
X, +2x, +2x,= 5 2 0 2

X, +4x, =19

Punkt auf der Schnittgeraden: X =3 X,=4 X,=-3

Gleichung der Schnittgeraden g:x= 4| +u| 1
-3 1

2. Qariante

Der Richtungsvektor der Schnittgeraden ergibt
sich aus dem Vektorprodukt der beiden
Normalenvektoren der Ebenen:
a= tl1><112

da der Richtungsvektor in beiden Ebenen
liegen muss.
Ein Punkt aus der Schnittgeraden muss beide
Ebenengleichungen erfiillen:

Xouw=xom

Xom —n)=0
das ist im allgemeinen eine Gleichung mit drei
Variablen. Da sind zwei frei wahlbar und die
dritte ist zu bestimmen. Das Ergebnis ist ein
Ortsvektor zu einem Geradenpunkt.
Der Richtungsvektor ist mit dem aus der 1.
Variante identisch. Fir u = — 4 kann man den
Aufpunkt der Geraden aus Variante 1
erzeugen. Also sind die beiden Geraden
identisch.

E1: x®"10 = d1
E2: XG)nzo = d2

= g [F="

P =1]d,-d,
D= |h| It10

5.5. Schnittwinkel zweier Ebenen

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit setzen
jrrMo=1mo

wir: %, i (ParaIIeI(.e Ebfenen haben E . 2x+4x—3z=5

identische Normaleneinheitsvektoren) E,: 2x+d4y—3z=11

d=5-11=-6

Wenn es sich bei der Ebenengleichung um
den Normaleneinheitsvektor handelt, dann
stellen die d Werte auf der rechten Seite den
Abstand der Ebene zum Ursprung dar. Damit
gibt es eine Richtung vom Ursprung, die
senkrecht durch die beiden Ebenen verlauft.

Die Differenz des Abstandes zum Ursprung
ist der Abstand der beiden Ebenen.

Der Abstand ist die Differenz der beiden d
Werte auf der rechten Seite, der Abstands-
vektor hat die Richtung des Normalenvektors.

E1: X@II1 = D1
E2: XG)II2 = D2

noeENoO
Cos 4(“1,1‘2) = ™ o] 1 0|
1 2

Der Schnittwinkel von zwei Ebenen ist der
Schnittwinkel der beiden Normalenvektoren
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6. Spiegelung eines Punktes
6.1. Spiegelung eines Punktes an einem Punkt
P Beispiel: P(2|6]—4); Q(3|0] 1)
N ;
1. Schritt: Berechnen des Vektors PQ Man kﬁnp den PLF’,nkth gls Etéﬁpunkt
. > — - 1 - (2 1 4 eines Lotes von P auf eine Ebene
2. Schritt: P'aus OP'=0P +2 « P Q PQ =|-6 OP' =|6|+2|-6/ =| -6 ansehen, deren Normalenvektor der
ermitteln 5 4 5 6 Verbindungsvektor PQ ist.
4
P |-
P' 6
6.2. Spiegelung eines Punktes an einer Geraden
1. Schritt: Ebene E durch P senkrecht zu Ebene o (1 Jede ;gi‘jv?r'g”egsﬂzh;rué’fé:f:k't-gggﬁﬁm‘t
g bestimmen P Beispiel: P(-2 8[10); X =|1|+t|0 ie bei '
2. Schritt: Schnittpunkt von g und E ist F piel: P(-2| 8[10); : g Eftzzté:agir; rg:hnoglzet}ﬁqldggr(\alceﬂ]aehnrzr;s
— — — ; .
5 St P aus OF = O .2 PF
ermitteln Xe also x, + 3x, = 28 P, dann DurchstoRpunkt durch die
A Gerade gin E einsetzen: (4 +1t) + 3« (8 + 3t) = 28 Ebene berechnen. Dieser DurchstoR-
t=0; F(4|18) punkt ist der gesuchte FuRpunki.
2. Projektion des Verbindungsvektors des
. - -2 6 [10 P 10 Geradenaufpunktes auf den Richtungs-
P OP'=|8 +2|-7/=/-6 -6 einheitsvektor der Geraden. Der
10 2 6 6 berechnete Abstand ist der Abstand des
0 FuBpunktes vom Aufpunkt der Geraden.
6.3. Spiegelung eines Punktes an einer Ebene
Gerade Soll ein Punkt an einer Ebene gespiegelt

1. Schritt: Gerade durch P senkrecht zu
Eistg
2. Schritt: Schnittpunkt von g und E ist F

— — —
3. Schritt: P'aus OP'=0OP + 2 « PF
ermitteln

PX,

ﬁ P
2
Xe
A Ebene
Pl
0

Beispiel: P(-5] -8|3); E:2x, +3x,—-x,=5

-5 2
X=-8+t|3
3 -1

in E: 2(=5 + 2t) + 3(~8 + 3t) — (3-) = 5
—37+14t=5 => t=3  F(1]1|0)

R )

—

OP' =

werden, hat man gegentber der
Geraden den Vorteil dass man die
Richtung des senkrechten Abstandes
durch den Normalenvektor kennt.
Andererseits muss man aufgrund der
Orientierung des Normalenvektors
unterscheiden, ob der Punkt auf der
selben Seite von der Ebene wie der
Ursprung liegt, oder auf der anderen
Seite, wie der Ursprung.

Der Normalenvektor sollte immer so
orientiert sein, dass er auf die Seite
zeigt, in der der Ursprung nicht liegt.
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Aufgabenstellung Darstellung Musteraufgabe Erlduterung
7. Ebenenscharen
7.1. Ebenenscharen in Parameterdarstellung
7.1.1. Scharparameter in einem Richtungsvektor
4 4 4 Besitzen Ebenen eine Schnittgerade, dann ist die
X=|0| +re 31 +s+0 Schnittgerade in allen Ebenen enthalten.
0 0 5t => |st nur in einem Richtungsvektor ein Parameter

Fir s = 0 erhalt man eine Gerade,
die in allen Ebenen liegt. In diesem
Fall liegt die Ebene in der x, — X,

Koordinatenebene:

enthalten, ist der Richtungsvektor ohne Para-
meter der Richtungsvektor der Schnittgeraden.
=> Ein moglicher Aufpunkt dieser Geraden ist der
Aufpunkt der Ebenen aus der Schar, wenn
dieser keinen Scharparameter enthalt.
=> Der Normalenvektor aller Ebenen der Schar
muss zum Richtungsvektor der Geraden senk-

X= g +re _,;' recht sein.(da die Gerade in allen Ebenen liegt)
0 0
7.1.2. Scharparameter in beiden Richtungsvektoren
Voriiberlegung: Wenn es eine Schnittgerade N 4 -4 -4 Der Richtungsvektor der Schnittgeraden muss
gibt, dann muss X=|0| +re3 +se |0 unabhangig vom Scharparameter t sein, da die
* der Richtungsvektor der Schnittgeraden 0 2t 5t Gerade in allen Ebenen liegen muss. _
eine Linearkombination der beiden Das kann im Beispiel nur mdglich sein, wenn in
Richtungsvektoren sein —-rt+s5t=0 der dritten Komponente der Koeffizient von t Null
* der Richtungsvektor unabhangig von dem r=>5s ist.

Parameter t sein.

eine mogliche Kombination ist s = 1
und r = 5. Das fiihrt zu folgendem
Richtungsvektor:

—4 —4 -24
5¢/3 |+1+0 = |15
2t 5t 10
Schnittgerade
|4 —24
X=10| +u-15

0 10

Dh. die gesamte dritte Zeile muss fiir alle t den
Wert O ergeben: O+re(-t)+s+(5t)=0
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Aufgabenstellung Darstellung Musteraufgabe Erlauterung
7.2. Ebenenscharen in Normalendarstellung
7.2.1. Bestimmung der Schnittgeraden
Beispiel:

Die Ebenengleichung wird in zwei Teile
gegliedert. Der eine Teil enthalt mit den
Koordinatenwerten x, X, und x, keinen
Scharparameter, bei dem zweiten Teil
werden die Koordinatenwerte zusam-
mengefasst, die einen Scharparameter
enthalten und dieser wird gleich
ausgeklammert.

E,: 2(@+1)x,+2ax,+5(@-2)x,-4=0
Nach Scharparameter trennen:
(2x, = 10x, - 4) + a (2x, + 2x, + 5x,) = 0
Damit entstehen formal zwei Ebenengleichungen:
2x, -10x,-4 = 0
2x, + 2X, *+ 5X, =0

Wahlt man x, = t so ergibt sich folgende Lésung:
X, =2 + 5t aus erster Zeile

X, =—2— 17,5t aus zweiter Zeile

mit der Geradengleichung:

X 2 + 5t 2 5
X, | = |—2-75t |=|-2 |+t |-75
X t 0 1

3

2. Lésungsweg
Zwei beliebige Ebenen mit den Parametern a und b
E,: 2(@+1)x,+2ax,+5(@-2)x,-4 =0
a(2x, +2x, + 5x,) + (2x, - 10x, - 4) =0
E,: 2(b+1)x,+2bx,+5(b-2)x,-4 =0
b (2x, + 2x, + 5x,) + (2x, = 10x, = 4) =0

Der Richtungsvektor der Schnittgeraden ist das
Vektorprodukt der beiden Normalenvektoren:

2 0|=]30 den obigen Richtungsvektor.
5 10 -4

2} [2} —20|  Division durch -4 liefert
X

Gesucht ist noch ein Punkt, der die beiden
Gleichungen erfiillt: z.B. x, =0

liefert aus zweiter Gleichung: x, =2
und aus erster Gleichung: X, = =2

Die gesuchte Schnittgerade ist die
Lésung dieses Gleichungssystems.
Als Gleichungssystem mit 2
Gleichungen und 3 Unbekannten
muss es eine Parameterldsung
geben, wenn es uberhaupt eine
Lésung gibt.

Die Schnittgerade muss unabhangig
von a und b sein, deshalb muss der
erste Teil der Gleichungen gleich 0
sein:

2x, + 2x, + 5x, =0

Damit bleibt als zweiter Teil Gbrig:
2x, -10x,-4 = 0

Das sind Koordinatengleichungen
von zwei Ebenen.
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7.2.2. Bestimmung der Grenzebene

Haufig wird nach einer Ebene gefragt, in
der die Schnittgerade liegt, die aber nicht
zur Schar gehort. Diese Ebene kénnte
man als ,Grenzebene" flira — «
bezeichnen.

Flr a — « spielt der Teil des Normalen-
vektors, der den Scharparameter enthalt
eine immer grofRere Rolle fir die Summe.

Im Beispiel flr die x, Richtung mit dem
Faktor 2(a+1) wird fliir wachsendes a die
,1“ die Bedeutung verlieren und nur noch
der Wert 2a ausschlaggebend sein. Um
die gesucht Ebene zu finden, benutzt
man wieder die geteilte Version der
Ebenenschar.

8. Schattenberechnung

8.1. Parallele Lichtstrahlen (Sonnenlicht)

Beispiel: wie unter 6.2.1.
(2x, = 10x, - 4) + a (2x, + 2x, + 5x,) = 0

Division durch a und dann a — « fiihrt zu folgender
Ebene:

2%, +2x,+ 5%, =0
Diese Ebene enthalt die Schnittgerade, ist aber
selbst nicht Bestandteil der Schar.

Der Aufpunkt der Schnittgeraden ist Element der
Grenzebene. Setzt man die Geradengleichung in
die Ebenengleichung ein, erhalt man:

2 x, +2 x, +5x

2(2 +5t) + 2(=2 -7,5t) + 5t=
4+10t—4—15t+5t=0
0=0

Fir eine sauberer mathematische
Betrachtung teilt man diese
Gleichung durch a und untersucht
den Grenziibergang fiira — «.
Damit bleibt nur der zweite Teil
uUbrig, da der erste Teil wegen des
Faktors 1/a gegen 0 geht. Damit ist
die ,Grenzebene” die Ebene des
zweiten Teils.

Damit ist gezeigt, dass die gesamte
Gerade in der Ebene enthalten ist.
Die Gleichung gilt fur alle t.

Ist bei einer Schattenberechnung der
Richtungsvektor, aus dem die Lichtstrahlen

kommen, gegeben, dann handelt es sich um
paralleles Licht, wie es z.B das Sonnenlicht

darstellt.

Der Endpunkt eines Stabes oder die Spitze einer
Pyramide ist dann der Stutzvektor einer Geraden

und die Richtung des Lichtes ist der
Richtungsvektor der Geraden.
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8.2. Punktférmige Lichtstrahlen (Lampe)

Wird das Licht von einer Lampe abgestrahlt, dann
an entsteht der Richtungsvektor des Lichtstrahls
aus dem Differenzvektor zwischen Lampe und
Spitze des Stabes.

Der Endpunkt eines Stabes oder die Spitze einer
Pyramide ist dann wieder der Stiitzvektor einer
Geraden und der Richtungsvektor der Geraden die
Differenz aus Lampe und Stabspitze.

8.3. Schattenpunkt einer Spitze

Soll der Schattenpunkt eine Spitze auf einer Ebene
bestimmt werden, ist der Schnittpunkt zwischen der
Geraden des Lichtstrahls und der Ebene zu
berechnen. (DurchstofRpunkt)

8.4. Schattenpunkt an einer Kante

Soll der Schattenpunkt an einer Kante berechnet
werden, ist die Geradengleichung des Lichtstrahls
zu einer Ebenengleichung zu erweitern. Dazu wird
der senkrechte Vektor der Mastspitze aus zweiter
Richtungsvektor benutzt. Damit entsteht aus der
Geradengleichung eine Ebenengleichung aus der
das Licht kommt.

Jetzt ist der Schnittpunkt dieser Ebene mit der
Geradengleichung, die die Kante darstellt zu
berechnen.
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