Mathematik — Intensivkurs: Allgemeine Geometrie

Thema Gesetze und Regeln Musterbeispiele
Grundlagen @ Die Axiome des Euklid Heutiges modernes Axiomensystem
Geometrie Uber zweitausend Jahre lang wurde Geometrie nach axiomatischen Aufbau 1. Axiom: Inzidenzaxiom. . . .
des Euklid gelehrt. Axiome sind nicht beweisbare Grundsétze, von denen Es gibt Punkte und G_er adef” jede Ger ade ist eine Teilmenge _der
man ausgehen muss, um die Theorie zu entwickeln. Alle Aussagen der Punktme{?ge. Durch j_e zwel verschiedene .Punkte P_und_Q gibt_es .
Theorie mussen auf diese Aussagen zurtickzufiihren sein. genau_eine Ge.rade_, diese Ggrade bezg/chnen wir mit PQ' Es gibt
Grundelemente der euklidischen Geometrie der Ebene sind Punkte und drei Punkte,. die n’?ht auf einer gemeinsamen Geraden liegen.
Geraden welche Punkte verbinden. Geraden wiederum schneiden sich in 2. Axiom: Linealaxiom.
Punkten. Aus diesen Grundelementen entsteht eine Geometrie in der u.a. Je zwei Punkten B Q st ihr Abstand PQ  zugeordnet; PQ
Dreiecke, Vierecke, n-Ecke, Winkel und Kreise enthalten sind. ist eine reelle Zahl mit folgenden Eigenschaften:
a) |PQ| =0, |PQ| =0 genau dann, wenn P=Q;
Die fiinf Euklidischen Axiome der Geometrie sind: b) |PQ| = |QP|; o , ,
@ Man kann eine gerade Strecke von einem Punkt zu einem anderen Punkt  |¢) |PQ| = |PR| + |RQ|; Dies ist die sogenannte Dreiecksungleichung.
ziehen. Wir fordern weiterhin, dass jede nichtnegative reelle Zahl auch als
@ Man kann eine Strecke kontinuierlich zu einem Strahl verlangern. Abstand vorkommen kann
@ Um jeden Punkt kann man einen Kreis beliebigen Radiuses schlagen. 3. Axiom: Axiom von Pasch. (Moritz Pasch, 1843 - 1930).
@ Alle rechten Winkel sind einander gleich. Sei AABC ein Dreieck, und sei g eine Gerade, die keine Ecke
@ ( Para_llelenaxmm )5 Wenn eine Strecke zwei gndere Streckgn derarlt des Dreiecks enthélt. Dann gilt: Wenn g eine Seite des Dreiecks
schneidet so dass die beiden inneren Schnittwinkel auf der einen Seite AABC trifft, dann trift g genau eine weitere Seite von AABC
zusammen kleiner als zwei rechte Winkel sind dann schneiden sich die ’ ’
beiden Strecken wenn sie weit genug verlangert werden auf der Seite auf 4. Axiom: Geodreieckaxiom.
der die Schnittwinkel zusammen kleiner als zwei rechte Winkel sind. Jedem Winkel A RST wird ein Winkelmal3 | ARST | zugeordnet. Dies
ist ein e reelle Zahl x mit x zwischen 0 < x < 180. Diese
Seit der Antike wurde versucht das 'unbeholfen' erscheinende Parallelenaxiom |Zuordnung hat die folgenden beiden Eigenschaften:
aus den Ubrigen Axiomen herzuleiten. Erst im 19. Jahrhundert entdeckten Carl (1) Seien g eine Gerade, R und S zwei Punkte auf g, und H eine
Friedrich GauB, Janos Bolyai und Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski der beiden Halbebene H(P, g), p & g. a sei eine reelle Zahl
unabhangig von einander die nichteuklidische und die absolute Geometrie . zwischen 0 und 180. Dann gibt es einen Punkt T in H(P, g) so
Rieman filhrte dann die Uberlegungen von Gauss zur Perfektion. dass der Winkel & RST genau das Mal3 a hat.
(2) Sei U ein Punkt im Inn ern des Winkels RST. Dann ist
Erstere ersetzt das Parallelenaxiom durch andere Axiome letztere arbeitet |ARST|= |ATSU|+ |& USR|.
ganz ohne das Konzept von Parallelen. 5. Axiom: Konaruenzaxiom
Solche Geometrien gibt es tatsachlich. Das einleuchtendste Beispiel ist die E it d : K g t SWS
Geometrie auf unserer Erdoberflache. Hier wirken die Gesetze der S git aer Rongruenzsatz :
euklidischen Geometrie nicht mehr. . ,
6. Axiom:Parallelenaxiom.
Zu jedem Punkt P und jeder Geraden g mit P ¢ g gibt es genau
eine Gerade h durch P, die keinen Pun kt mit g gemeinsam hat
(,parallel“zu g ist).
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7.Axiom:

Kongruente Fldchen haben den gleichen Fldcheninhalt:
a)F1=F2 = |F1| = |F2|

b) Ist eine Fléache in n Teilflachen F 4 Fo, .... F, zerlegt, so gilt:

F:F1+F2+...+Fn
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@ Begriffe der Geometrie

Definition: Gegeben sind drei verschiedene Punkte P, R, Q auf einer
Geraden. Wir sagen, R liegt dann zwischen P und Q, wenn gilt: PQ = PR +
RQ . Wir schreiben dann P-R-Q.

Definition: Seien A und B zwei verschiedene Punkte. Dann besteht die
Strecke [AB] aus den Punkten A und B und allen Punkten der Geraden AB,
die zwischen A und B liegen.

Unter einem Strahl [AB verstehen wir die Punkte A und B, sowie alle Punkte
X zwischen A und B und alle Punkte Y fir die gilt, dass B zwischen A und Y
liegt.

Definition: Seien A, B, C drei Punkte, die nicht auf einer gemeinsamen
Geraden liegen, dann bezeichnen wir mit Dreieck ABC oder ABC die
Punktmenge mit den Ecken A, B, C und den Seiten [AB], [BC], [CA]. ABC =
[AB] [BC] [CA]. Die Seiten eines Dreiecks sind also Strecken und keine
Geraden.

Definition:

Seien A, B zwei Punkte der Ebene, g eine Gerade der Ebene mit A g und B
g. Aund B liegen auf derselben Seite von g, wenn [AB]ng ={}.

Unter einer offenen Halbebene H( g, A g) verstehen wir die Menge aller
Punkte der Ebene, die mit A auf derselben Seite von g liegen.

Definition: Seien R, S und T drei Punkte, die nicht auf einer Geraden
liegen. Dann ist der Winkel RST die Vereinigung der Strahlen [SR und [ST,
das heilt: RST =[SR [ST.

Man nennt S den Scheitel und [SR und [ST die Schenkel des Winkels «RST.
Wenn wir die Ebene noch orientieren, d. h. einen Umlaufsinn dreier Punkte
festlegen, die nicht auf einer Geraden liegen, dann kénnen wir auch von
einem orientierten Winkel sprechen und zwischen« RST und « TSR
unterscheiden.

In einem Dreieck ABC koénnen wir die Winkel tbersichtlich und kurz
bezeichnen: Winkel eines Dreiecks, « A ist der Winkel « BAC, B = « ABC,
C = « BCA. Man nennt « A den ,Winkel bei A und spricht von den Winkeln
£ A, £« B, « C des Dreiecks A ABC.

Definition: Wir nennen zwei Strecken kongruent, wenn sie gleich
lang sind; zwei Winkel hei3en

kongruent, wenn sie das gleiche Mal haben. Zum Beispiel sind alle
Winkel vom Maf3 30°

kongruent.

Definition. Seien AABC und AAB’C’ Dreiecke. Wir sagen, dass
AABC und AABC’
kongruent sind (und schreiben dafir AABC = AAB'C’), falls
folgende Aussagen gelten:

|AB| = |ABT, |BC| = |B'C], |[CA| = [CA]
und

|AAl = |4A],

|4B| = |4B], |AC| = |AC’|.
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Grundlagen Kreis und Gerade Kreis und Gerade
Geometrie
Geometrische Ortslinien: Grundkonstruktionen:
(1) Der geometriSChe Ort fUr die Mlttelpunkte aller Kreise, die durch zwei (1) Konstruiere von einem Punkt P die Tangenten an den Kreis k,
%gebene Punkte A und B laufen, ist die Mittelsenkrechte zur Strecke wobei zu unterscheiden ist, ob P im oder auf dem Kreis oder
. aulRerhalb des Kreises ist.
) T < g, e s g | sy o &
; : erlihren und durch einen gegebenen Punkt P verlaufen. Es
(3) Der geometrische Ort fir die Mittelpunkte aller Kreise, die zwei sich werden die Falle P auf g oder P nicht auf g unterschieden. Die
\sl\clz_hrllellﬂe?ge Ge(;aden berlhren, ist das zugehorige zusétzliche Vorgabe des Kreisradius fiihrt zu einer weiteren
Inkelhalbierendenpaar. Fallunterscheidung.
(4) Der geometrische Ort fur die Mittelpunkte aller Kreise, die zwei parallele
Geraden berlihren, ist die Mittelparallele. . .
(5) Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte aller Kreise mit konstantem Kreis und Winkel
Radius r, die eine gegebene Gerade g berlihren, ist das Parallelenpaar K Ktion:
zu g im Abstand r. Grund, Qnstr u tion. ine S
(6) Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte aller gleich langen Sehnen des Kr?trésrt:;rlweerri ?éit!ﬁ@gisgirzgﬂgﬁi von denen aus eine Strecke
Kreises k ist ein zu k konzentrischer Kreis. u ' ' nt.
Geometrische Ortslinien: Grundkonstruktion: _ _
(1) Der geometrische Ort fiir alle Punkte, von denen aus eine Strecke unter | Konstruiere zu zwei gegebenen Kreisen alle gemeinsamen
dem gleichen Winkel (Sehwinkel) erscheint, ist das Kreisbogenpaar iiber | Tangenten (Fallunterscheidung).
dieser Strecke, das diesen Winkel als Peripheriewinkel hat.
(2) Der geometrische Ort fur alle Punkte, von denen aus eine gegebene
Strecke unter einemWinkel von 90° erscheint, ist der Thaleskreis tber
dieser Strecke.
Kreis und Kreis
Geometrische Ortslinien:
(1) Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte aller Kreise, die einen gegebe-
nen Kreis um M in einem Kreispunkt P beriihren, ist die Gerade MP.
(2) Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte aller Kreise mit festem Radius r
durch einen gegebenen Punkt P ist der Kreis um P mit Radius r.
(3) Der geometrische Ort fur die Mittelpunkte aller Kreise mit festem Radius
r, die einen gegebenen Kreis um M mit Radius ro berthren, ist das Paar
© Dipl.-Math. konzentrischer Kreise mit den Radienr,+rundr, -r.
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(4)

Der geometrische Ort fir die Mittelpunkte aller Kreise, die zwei gegebene
konzentrische Kreise um M mit den Radien r, und r, berthren, ist der zu

beiden Kreisen konzentrische Kreis mit dem Radius 0,5(r, +r,).
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# Spezielle geometrische Konstruktionen

Punktmengen in der Ebene, die eine bestimmte Eigenschaft E besitzen
heilRen geometrischer Ort zur Eigenschaft E

@ Die Mittelsenkrechte

Die Menge aller Punkte P, die von zwei Punkten A und B den gleichen
Abstand haben, ist die Mittelsenkrechte m,.

Umkehrung: Alle Punkte, die auf der Mittelsenkrechten liegen haben zu zwei
Punkten A und B den gleichen Abstand.

37 Konstruktion

Zeichne die Strecke AB;

Wahle einen Radius r und beschreibe damit um die Endpunkte A
und B Kreisbdgen;

Ziehe durch die Schnittpunkte der beiden Kreisbégen 1 und 2 die
Mittelsenkrechte n, die die Strecke AB in zwei gleiche Teile teilt.
Der Schnittpunkt M der Strecke AB mit der Mittelsenkrechten n
halbiert die Strecke AB
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@ Das Lot auf eine Gerade fallen

Gegeben sei ein Punkt P und eine Gerade g. Dann gibt es eine Gerade |
durch P, die senkrecht auf g steht. Die Gerade | ist eindeutig bestimmt.

Die Gerade | heif3t Lot durch P auf g.
Der Schnittpunkt F von | mit g heif3t LotfuBpunkt.

7 Konstruktion

Ziehe um den Punkt C einen Kreis, dessen Radius so groB ist,
dass er die Gerade g schneidet.

Die Schnittpunkte des Kreises mit der Geraden g werden mit S1
und S2 bezeichnet.

Ziehe um die beiden Schnittpunkte S1 und S2 jeweils einen
Kreis

Die Lotgerade ist die Mittelsenkrechte zwischen diesen beiden
Schnittpunkten. Sie schneidet g im LotfuBpunkt L. Der gesuchte
Abstand ist dann PL .

Definition:

Seien ein Punkt P und eine Gerade g gegeben. Sei | das Lot durch P
auf g mit dem LotfuRpunkt F. Die Léange der Strecke [PF] heilf3t
Abstand des IPFI

d(P,g):= IPFI heil3t Abstand des Punktes P von g .

g
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Grund- @ Das Lot auf einer Gerade errichten
konstruktionen

Auf einer Geraden g soll in einem Punkt P das Lot errichtet werden. Dieses Lot
ist eine Senkrechte zu g im Punkt P. Der Grundgedanke der Konstruktion ist,
auf der geraden eine Strecke zu erzeugen von der der Punkt P der Mittelpunkt
ist. In diesem Punkt ist dann die Mittelsenkrechte der Strecke zu konstruieren.

% Konstruktion

Ziehe um den Punkt C einen Kreis, dessen Radius so groB ist,
dass er die Gerade g schneidet.

Die Schnittpunkte des Kreises mit der Geraden g werden mit S1
und S2 bezeichnet.

Ziehe um die beiden Schnittpunkte S1 und S2 jeweils einen
Kreis

Die Lotgerade ist die Mittelsenkrechte zwischen diesen beiden
Schnittpunkten. Sie schneidet g im LotfuBpunkt L. Der gesuchte
Abstand ist dann PL .

@ Das Lot am Ende einer Strecke errichten

Die beiden bisherigen Konstruktionen gehen davon aus, dass das Lot in der
Mitte einer Strecke erzeugt wird. Was ist aber zu tun wenn man am ende einer
Strecke eine Senkrechte errichten will.

Schlage um den Punkt P willklrlich einen Kreis, der die Strecke
des Radius im Punkt B scheidet. (schwarzer Kreis)

Von B aus wird mit dem gleichen Radius ein Kreisbogen
geschlagen, der mit dem ersten einen Schnittpunkt C liefert.
(blauer Kreis)

Der Punkt C ist der Mittelpunkt flr einen weiteren Kreis, der den
ersten Kreisbogen schneiden muss. Dieser Punkt wird mit D
bezeichnet. (griner Kreis).

© Dipl.-Math. Schlage um D einen Kreisbogen und erzeuge einen Schnittpunkt
Armin Richter E mit dem zuletzt gezeichneten (grinen) Kreis.

- Die Verbindungslinie von P und E bildet eine Senkrechte zum
Treff. Radius und damit eine Tangente an P
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@ Die Winkelhalbierende

Die Menge aller Punkte P, die von zwei sich schneidenden Geraden g und
h den gleichen Abstand haben, besteht aus den zwei Winkelhalbierenden
zu gund h.

ACHTUNG! Es ist eindeutig bewiesen, dass eine Dreiteilung eines Winkels
nicht konstruierbar ist.

77 Konstruktion

Zeichne den Winkel a;

;’/IGerade h

Gerade g

Beschreibe um A mit einem beliebigen Radius r einen
Kreisbogen;

Beschreibe um die beiden Schnittpunkte G und H auf den beiden
Schenkeln des Winkels Kreisbdgen mit r, die sich in 3 schneiden;

Zeichne von A aus durch 3 die Winkelhalbierende w.
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@ Dreiteilung eines rechten Winkels

ACHTUNG! Es ist eindeutig bewiesen, dass eine Dreiteilung eines Winkels
nicht konstruierbar ist. Eine Ausnahme bildet der rechte Winkel, fiir diesen ist
eine Dreiteilung konstruierbar.

5z Konstruktion

Zeichne eine Gerade g und einen Punkt P auf dieser Geraden
Errichte in P die Senkrechte zur Geraden g (Konstruktion hier
nicht ausgefiihrt, siehe Mittelsenkrechte)

Schlage um P einen beliebigen Kreisbogen, der g (in B) und die
Senkrechte zu g (in A) schneidet (blauer Kreis)

Schlage um den Schnittpunkt mit der Senkrechten (A) einen
Kreis mit dem gleichen Radius.

Der Schnittpunkt der beiden Kreise (S) verbunden mit dem

Punkt P liefert einen Gerade im Winkel von 30° zur Geraden g
Mit dieser Konstruktion lassen sich dann auch Winkel von der GréRRe 60° oder
15°, oder auch 75° konstruieren, einschliel8lich der Winkel im 2., 3. oder 4.
Quadranten:
60°: Zeichne den zweiten Kreis nicht um A, sondern um B; oder konstruiere
die Winkelhalbierende von 30° und 90°.
15° : Ist die Winkelhalbierende von 30°
75° : Ist die Winkelhalbierende von 60° und 90°

Soll man einen Winkel von 300 zeichnen und man hat gerade keinen
Winkelmesser zur Hand, dann geht auf kariertem Papier auch folgender Trick:

Das Verhaltnis 4:7

. liefert nicht exakt den
. Wert fiir 30°, aber im
| Rahmen der

| Zeichengenauigkeit

| vollig ausreichend.

Konstruktionsbeweis:

Die Konstruktion liefert in PAS
ein gleichseitiges Dreieck,
dessen Innenwinkel alle 60°

sind.

Damit ist der Differenzwinkel

zum rechten Winkel 30°

|
|
A |
]

\
r|
\
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Grund- @ Ubertragen eines Winkels T
konstruktionen )

Gegeben ist der Winkel £CAB und die Gerade g. Zu konstruieren ist eine
Gerade h, so dass der Schnittwinkel zwischen g und h die gleiche GroRe wie
der Winkel £CAB hat.

Die Konstruktion basiert letztenendes auf der Ubertragung eines Dreiecks.

%z Konstruktion

Zeichne um A einen kreis mit einem beliebigen Radius. Dieser
Kreis schneided die beiden Schenkel in den Punkten C und F.
Zeichne einen Kreis um D mit dem gleichen Radius. Dadurch
entsteht zunachst nur der Punkt C'.

Zeichne von C aus einen Kreisbogen, der den anderen Schenkel
des Winkles genau in F schneidet.

Trage von C' aus den gleichen Kreisbogen ab.

Der Schnittpunkt der beiden Kreisbdgen ist der gesuchte Punkt F'

Die Verbindungslinie zwischen D und F' ist die gesuchte Gerade

mit dem gleichen Winkel

© Dipl.-Math.
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@ Die Mittelparallele

Die Menge aller Punkte P, die von zwei parallelen Geraden g und h den
gleichen Abstand haben, ist die Mittelparallele zu g und h.

%7 Konstruktion

Man konstruiert die Mittelparallele, indem man zu einer Geraden die
Senkrechte errichtet (blaue Linie), die dann auch senkrecht zur zweiten
Geraden ist. Von der senkrechten Geraden (blaue Linie) benutzt man die
beiden Schnittpunkte mit den Parallelen. Um diese Schnitt-punkte schlagt
man Kreisbogen (rote gestrichelte Linie). Damit erhalt man eine Senkrechte,
die gleichzeitig Mittelparallele der Ausgangsgeraden ist.

@ Teilung einer Strecke

3 Konstruktion

(1) Zeichne die Strecke AB;

(2) Zeichne von A aus unter einem beliebigen Winkel (<90°) einen
Strahl;

(3) Trage auf diesem Strahl von A aus flnf gleichlange Teilstrecken
ab, deren gleiche Lange beliebig ist;

(4)Verbinde den letzten Teilungspunkt 5' mit B;

(5) Zeichne zu dieser Verbindungsgeraden Parallelen durch die
anderen Teilungspunkte, wodurch die Strecke AB in funf

gleichlange Teile geteilt wird.

Gerade h

Gerade g
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@ Konstruktion eines regelmaBigen n-Ecks

(1) Schlage um den Punkt A des gegebenen Kreises einen
Kreisbogen mit dem Radius AB, der die waagerechte Achse in C
und D schneidet

(2) Teile den Durchmesser AB in n gleiche Teile (hier: flnf)

(3) Zeichne von C und D aus Strahlen durch die ungeraden
Teilungspunkte (beginnend bei A=0: 1, 3, 5=B)

(4)Verbinde die entsprechenden Punkte miteinander, um das
regelmaBige n-Eck zu erhalten. (Es sind jeweils die von C und D
auf dem gegeniberliegenden Kreisbogen liegenden
Schnittpunkte)

Um ein n-Eck mit einer geraden Anzahl von Ecken zu bekommen, reicht es,
wenn man bei der Unterteilung der Strecke AB die halbe Anzahl abtragt, daflr
dann nicht jeden zweiten Teilungspunkt verbindet, sondern jeden
Teilungspunkt .
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# Nebenwinkel erganzen sich zu 180°

# Schneidet eine Gerade zwei Parallelen, dann sind die Stufenwinkel gleich

grol3.
# Umkehrung: Schneidet eine Gerade zwei andere Geraden und die
Stufenwinkel sind gleich grof3, dann die die beiden Geraden parallel.

Stufenwinkel

AuRere Wechselwinkel

Nebenwinkel
(erganzen sich zu 180°)
o+ =180° y+B 180°
a+d = 180° y+5 = 180°
a'+f' = 180° y'+9d'=180°

Scheitelwinkel
(sind gleich)
a=y

>

o
Yl
v 61

>=Q

Innere Wechselwinkel
Z-Winkel
(sind gleich)
y=a

5=

F-Winkel Z-Winkel
(sind gleich) (sind gleich)
a=y'
a=da B=0
B=p
Y=Y
5=0
Nachbarwinkel
E-Winkel
(ergénzen sich zu 180°)
a=0%
B =y
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Abbildungen @ Achsenspiegelung

Grundeigenschaft: P’

Sind P und P’ symmetrisch bezulglich der Achse a, dann steht die

Verbindungsstrecke [PP’] senkrecht auf der Achse und wird von dieser

halbiert.

% Abbildungsvorschrift

Bei gegebener Achse a wir jedem Punkt P der Ebene ein Bildpunkt P auf

folgende Weise zugeordnet:

L]

«w Falls P ¢ a, liegt der Bildpunkt P’ so, dass [PP’] von der Achse a E E
rechtwinklig halbiert wird.

» Falls P c aist, gilt P = P. 7 S~

D|_~ D'
+% Eigenschaften

@ Langentreu
Urbildstrecke und Bildstrecke sind bei Achsenspiegelung immer gleich lang

@ Paralleltreu
Slnq Urbildlinien parallel zueinander, dann sind auch die Bildlinien parallel C E = C'
zueinander ¥ I

@ Winkeltreu - N 7 -
Urbildwinkel und Bildwinkel sind gleich grof3 \ /

ﬂ ]

@ Orientierungsumkehr \& G'

Der Drehsinn wird bei der Achsenspiegelung umgekehrt / P . \

@ Fixpunkte [ \ .
Alle Punkte auf der Achse, und nur diese, sind Fixpunkte und werden auf A é \§A
sich selbst abgebildet.

@ Fixfiguren
Eine Figur, die bei einer Achsenspiegelung wieder auf sich abgebildet wird,
heil’t achsensymmetrisch und sind Fixfiguren der Achsenspiegelung. Die
Achse und alle senkrechten Geraden sind Fixgeraden
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Abbildungen @ Punktspiegelung P",
Grundeigenschaft:
Die Verbindungsstrecke zweier zueinander symmetrischer Punkte wird vom
Symmetriezentrum halbiert.
Jede Punktspiegelung kann durch zwei Achsenspiegelungen an zueinander
senkrechten Geraden a und b mit Schnittpunkt S ersetzt werden.
Die Punktspiegelung ist der Spezialfall einer Drehung um 180°.
< Abbildungsvorschrift
Bei gegebenem Zentrum S wird jedem Punkt P der Ebene ein Bildpunkt P’ so
zugeordnet:
« Fur P # Z wird die Verbindungsstrecke zwischen P und P vom
Zentrum Z halbiert.
« Z wird auf sich selbst abgebildet. E C'
I
7% Eigenschaften 4
@ Langentreu S
Urbildstrecke und Bildstrecke sind immer gleich lang
]
@ Paralleltreu D )
Sind Urbildlinien parallel zueinander, dann sind auch die Bildlinien parallel n—=QFr '
zueinander H‘k‘ had S B
@ Winkeltreu E‘“‘“—----,
Urbildwinkel und Bildwinkel sind gleich grof3 . D
@ Orientierungstreu o
Der Drehsinn bleibt bei der Punktspiegelung erhalten N
@ Fixpunkte N
Der Spiegelpunkt S ist der einzige Fixpunkt Cl E' “JA
@ Fixfiguren
Eine Figur, die bei einer Punktspiegelung wieder auf sich abgebildet wird, '
heifl3t punktsymmetrisch und sind Fixfiguren der Punktspiegelung
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Abbildungen @ Verschiebung

Grundeigenschaft:
jeder Bildpunkt liegt im selben Abstand und in der selben Richtung von seinem
Urbild entfernt.

Eine Verschiebung um die Lange w kann ersetzt werden durch eine doppelte
Achsenspiegelung an parallelen Geraden. Der Schubvektor v steht
senkrecht zu den Achsen und hat die doppelte Lange des Abstands w
zwischen den beiden Parallelen.

F% Eigenschaften

@ Langentreu
Urbildstrecke und Bildstrecke sind immer gleich lang

@ Paralleltreu

Sind Urbildlinien parallel zueinander, dann sind auch die Bildlinien parallel
zueinander = E
@ Winkeltreu -..__1__\-..‘__‘_
Urbildwinkel und Bildwinkel sind gleich groR [ N Y
@ Orientierungstreu D CI ™ E'
Der Drehsinn bleibt bei der Verschiebung erhalten '
%\E
@ Fixpunkte ~— 7
Es gibt keine Fixpunkte "“‘“-n__‘_‘_.\-._\\
@ Fixfiguren \D'

Alle Parallelen (Geraden, nicht Strecken) zum Verschiebungspfeil sind A B
Fixfiguren
“\_“ \\"-_
"‘l-.\ T
--\.,__H‘\
T~
AI
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@ Drehung

Grundeigenschaft:
Urbildpunkt und Bildpunkt liegen im selben Abstand vom Drehzentrum Z auf
Strahlen,die in Z um den Drehwinkel a gedreht wurden.

Eine Drehung um S Iasst sich ersetzen durch eine Doppelspiegelung an zwei
Geraden, die sich in S schneiden. Der Winkel B zwischen den
Spiegelgeraden ist halb so grof3 wie der Winkel a .

Eine Drehung um 180° um den Punkt S nennt man Punktspiegelung an S.

+= Eigenschaften

@ Langentreu
Urbildstrecke und Bildstrecke sind immer gleich lang

@ Paralleltreu
Sind Urbildlinien parallel zueinander, dann sind auch die Bildlinien parallel
zueinander

@ Winkeltreu
Urbildwinkel und Bildwinkel sind gleich grof3

@ Orientierungstreu
Der Drehsinn bleibt bei der Drehung erhalten

@ Fixpunkte
Das Drehzentrum Z ist der einzige Fixpunkt

@ Fixfiguren
Alle Kreise um das Drehzentrum sind Fixfiguren.

. PII

90
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Abbildungen
9 Die Verkettung von drei Achsenspiegelungen ist genau dann wieder eine
Achsenspiegelung, wenn die drei Achsen einen gemeinsamen
Schnittpunkt haben oder zueinander parallel sind.
Die Verkettung von drei Achsenspiegelungen, deren Achsen nicht parallel
und sich in keinem gemeinsamen Punkt schneiden, ist stets eine
Gleitspiegelung.
© Dipl.-Math.

Armin Richter

Treff@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH



http://www.treff-lernen.de/

Mathematik — Intensivkurs: Allgemeine Geometrie

Thema

Gesetze und Regeln

Musterbeispiele

Schragbilder

© Dipl.-Math.
Armin Richter

Treff@
Lernen

CHRISTINA STRAUCH

@ Schragbilder

Die Grundlage flir das Zeichnen von Schragbildern bildet das Zeichnen von
senkrechten Linien in einem Rechteck, die rdumlich ,nach hinten , verlaufen.
Die haufig verwendete drei — dimensionale Darstellung verwendet die

sogenannte ,Kavalierperspektive®, die Linien, die in den Hintergrund verlaufen

in einem Winkel von 45 und einer Verklirzung um die Halfe zeichnen.
Alle anderen Linien kdnnen nur aus Verbindungen von Punkten bestehen, die

auf dieser Grundlage entstanden sind. Linien die im Original nicht rechtwinklig

verlaufen sind nicht konstruierbar. Aus diesem Grund ist es mitunter
notwendig, dass Hilfslinien erzeugt werden, die zu den vorgegebenen Linien
rechtwinklig verlaufen.

Damit ist das Zeichnen eines Rechtecks der Prototyp alle Schragbilder

7 Rechteck

Zeichne das Rechteck in der originalen Grofe.

Verlangern die unterer Kante mit einer diinnen Linie entweder nach rechts
oder nach links.

Messen in dieser Richtung mithilfe dieser Linien von jedem Eckpunkt aus
einen Winkel von 45 Grad ab und zeichnen entsprechende Hilfslinien.

Teilen die Lange der Rechteckhdhe, also der Kanten, die spater nach hinten
verlaufen, durch zwei.

Steche mit dem Zirkel im Eckpunkt ein und Ubertage die Lange auf die
beiden 45 geneigten schragen Linien.

Verbinden diese vier Punkte zu einem Viereck (Parallelogramm).

N [—

bl -
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Schréagbilder 7% Dreieck

Ein Dreieck besteht aus einer Grundseite und zwei schragen Dreiecksseiten.
Diese lassen sich nicht ohne weiteres als Schragbild zeichnen. Gesucht sind
Linien, die senkrecht zur Grundseite verlaufen. Eine Linie, die senkrecht zur

Grundlinie verlauft ist die Hohe auf diese Seite.

Zeichne das Dreieck in Originalgroflie
Zeichne die Hohe auf die Grundlinie
Trage am Schnittpunkt der Héhe mit der Grundlinie die Hilfslinie von 45° an

Ubertrage die halbe Héhe des Dreiecks auf diese Hilfslinie.

Die Verbindung der beiden Endpunkte der Grundlinie mit dem Gbertragenen
dritten Punkt des Dreiecks liefert das perspektivische Dreieck

5 Trapez

Auf der Grundlage der Konstruktion flir eine Dreieck kann man die Konstruk-
tion fur ein Trapez durchfiihren. In einem Trapez kann man in den beiden
Eckpunkten der kleineren Seiten jeweils die Hohe des Trapezes einzeichnen.
Beide Hohen werden nach der Konstruktionsvorschrift fir Dreieckshéhen
bearbeitet. Die beiden neuen Punkte liefern das gesuchte Trapez.

Die Verbindungslinie C'D' ist ebenfalls parallel zu AB !

Die Lange von C'D' ist genau so lang, wie CD !
D

Q
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