32. Wahrscheinlichkeit

321 Grundbegriffe

Ohne einige grundlegenden Begriffe kommt man in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
nicht aus. Einige davon sind intuitiv einzusehen, andere sind etwas gewohnungs-
bedurftig. Begriffen Beispiele angegeben, um die Unterscheidung zu anderen Begriffen
klar herauszuheben.

32.1.1 Haufigkeit, Ergebnis, Ereignis, Wahrscheinlichkeit

Definition 1:

Ein Zufallsexperiment ist ein Vorgang mit zufalligem Ergebnis und durch
folgende Eigenschaften gekennzeichnet:

1. Er besitzt mehrere mogliche Ergebnisse

2. Das Ergebnis kann vor Ablauf des Experimentes nicht vorhergesagt
werden.

Den Begriff des Zufallsexperiments kann man sich leicht klar machen. Man betrachtet
daflir genau das Ubliche Szenario, dass aus einer Urne verschiedenfarbige Kugeln
gezogen werden.

Definition 2:
Anzahl des Auftretens des Ergebnisses e im Verlaufe einer Beobachtungs-
reihe bezeichnet man als absolute Haufigkeit.

Die absolute Haufigkeit tritt bei einer mehrfachen Durchflhrung eines Zufallsexperi-
ments auf. Es bezeichnet die Anzahl, wie oft eine Ergebnis eingetreten ist. Diese Zahl
ist also immer eine ganze Zahl und keine Wahrscheinlichkeit.

Definition 3:

Absolute Haufigkeit H(e) des Ergebnisses e geteilt durch Anzahl der
Beobachtungen n insgesamt ist die relative Haufigkeit. Der Wert der
relativen Haufigkeit h(e) liegt immer zwischen Null (Ergebnis trat nie auf)
und 1 (Ergebnis trat bei allen Beobachtungen auf).

Das ist ein typischer Durchschnitt. Dieser Wert gibt an, wie oft bei einer Vielzahl von
Zufallsversuchen das gewlinschte Ergebnis eingetreten ist. Hier wird die absolute
Haufigkeit auf die Anzahl der Versuche bezogen. das ist der erste Schritt zur
Wahrscheinlichkeit. Die Wahrscheinlichkeit flr das Eintreten eines Ergebnisses entsteht
durch unendlich viele Wiederholungen des Zufallsexperiments, bei dem dann die
relative Haufigkeit in die Wahrscheinlichkeit Gber geht.



Definition 4:
Die Menge alle moglichen Ergebnisse eines Zufallsvorgangs heil3t
Ergebnismenge sie wird mit Q bezeichnet.

Die Ergebnismenge sind alle Ergebnisse, die bei einem Zufallsereignis eintreten
kénnen. Die Ergebnismenge listet nur die mdglichen Ergebnisse auf, liefert aber keine
Aussage, wie oft jedes Ergebnis eintritt.

Beispiel: Einmaliges wurfeln mit einem normalen Warfel
0Q={1,2,3,4,5,6}

In einer Urne befinden sich 3rote, 4 gelbe und 4 blaue Kugeln. Es wird zweimal
gezogen.
Q={rr,rg, rb, gr, gg, gb, br, bg, bb}

Die Anzahl der einzelnen Farben spielt keine Rolle. Daflr ist aber zu berlcksichtigen,
dass das Ergebnis rb vom Ergebnis br zu unterscheiden ist. Zunachst ist grundsatzlich
zu unterscheiden, welche Farbe als erste und welche als zweite gezogen wurde. Das
sind zwei verschiedene Ausgange des Zufallsexperiments.

Definition 5:
Ein Element w € Q heillt Ergebnis oder Ausgang. Die Ergebnisse werden
mit kleinen w bezeichnet..

Bei dem ersten Beispiel mit dem Wirfel ist ein Ereignis z.B. das Wurfeln einer ,4“ oder
das Warfeln einer ,,2“. Beim zweiten Beispiel mit der Urne ware ein Ereignis als erstes
eine rote und dann eine blaue zu ziehen. Dieser Begriff ist scharf von dem folgenden zu
trennen: Ein Ergebnis ist immer ein Element der Menge Q, was beim nachsten Begriff
,Ereignis“ nicht sein muss !

Definition 6:
Zusammenfassungen von Ergebnissen zu Teilmengen der Ergebnismenge
heilRen Ereignisse — d. h. der Begriff Ereignis steht fur eine Menge.

Ein Ereignis ist eine Teilmenge von Q . Ein Ereignis A < Q tritt ein, wenn der Zufalls-
vorgang ein Ergebnis w liefert, das ein Element von Aist: w € Ac Q.

Bei den beiden angegebenen Beispielen wurden sich Ereignisse etwa so darstellen:
Fir das Waurfelspiel ware ein mogliches Ereignis: A = {es wird eine gerade Zahl
gewdurfelt }. Dieses Ereignis setzt sich aus mehreren Ergebnissen zusammen. Die
Anzahl der zugehorigen Ergebnisse kann unterschiedlich sein. Aber es wird daraus
anschaulich klar, dass Ereignisse Teilmengen Q von sind. Teilmengen sind Mengen die
aus Elementen der Obermenge bestehen. Also besteht A aus den Elementen {2,4,6},
damit eine Teilmenge von Q. Ein weiteres mogliches Ereignis ware B={die gewurfelte
zahl ist kleiner als 3}. Dieses Ereignis setzt sich aus den Ergebnissen {1, 2} zusammen.
Auch diese Menge aus zwei Elementen der Menge Q ist damit eine Teilmenge von Q.

Fir das zweite Beispiel des Ziehen aus einer Urne kdnnte man folgende Ereignisse
definieren: A = { die erste Kugel ist eine rote Kugel }. Dieses Ereignis setzt sich aus den
Ergebnissen A ={ rr,rb,rg } zusammen. Ein weiteres mogliches Ereignis ware B ={ die



beiden gezogenen Kugeln sind verschiedenfarbig } . Dieses Ereignis setzt sich aus den
Ergebnissen B = { rb, br, rg, gr, bg, gb } zusammen. Auch diese Mengen A und B sind
Teilmengen der Menge Q.

Definition 7:

Ist einem Ereignis nur ein einzelnes Ergebnis zugeordnet, spricht man von
einem Elementarereignis. Die Ereignismenge besteht nur aus einem
Element.

Ein Elementarereignis ist damit einem Ergebnis gleich zu setzen, es ist ein einzelnes
Element aus Q.

Definition 8:
Das Ereignis, welches keine Ergebnisse enthalt, heil3t unmogliches
Ereignis — Bezeichnung mit dem Symbol @.

Bei den beiden angefiihrten Beispielen sind unmdgliche Ereignisse etwas ungewohnt.
Far das Waurfelspiel ware ein unmogliches Ereignis: Es wird eine ,7° gewurfelt.

Fur das Kugelspiel konnte man etwa ansehen: Es wird eine schwarze Kugel gezogen,
oder es werden drei rote Kugel gezogen. Beide Ereignisse sind nicht in Q enthalten !
das ist der Mal3stab fir unmdgliche Ereignisse.

Definition 9:
Zwei Ereignisse E und F unvereinbar wenn die Durchschnittsmenge aus E
und F leer ist.

FUr das Wurfelereignis kdnnte man daflr folgendes Beispiel angeben:

E : Es wird eine durch 3 teilbare zahl gewdirfelt

F: Es wir eine durch 4 teilbare zahl gewurfelt

Das ist mit Zahlen von 1 bis 6 nicht realisierbar. Ware das zweite Ereignis F: es wird
eine durch 2 teilbare Zahl gewdurfelt, dann wurde das Ergebnis ,6“ im Durchschnitt der
beiden Ergebnisse liegen.

Definition:
Das Ereignis Q, das alle Ergebnisse enthalt, heil3t das sichere Ereignis.

Ein sicheres Ereignis des Wurfelspiels ware etwa: C= { Es wird eine Zahl kleiner 7
gewdurfelt } oder D = { es wird eine einstellige Zahl gewurfelt }.

Fir das Ziehen der Kugeln kdnnte man folgendes Ereignis formulieren: E = { es wird
keine schwarze Kugel gezogen }

Definition 10:
Die Menge aller Teilmengen von Q heil3t Ereignisraum.

Anzahl der Elemente eines Ereignisraums (Anzahl unterschiedlicher Ereignisse)
Besitzt eine Ergebnismenge Q genau n Elemente (|Q| = n ), so gibt es 2" unterschie-
dliche Teilmengen von Q. (Es gibt 2" unterschiedliche Ereignisse. Der Ereignisraum hat
2" unterschiedliche Elemente.)



Definition 11:
Ist jedem der Ergebnisse eines Zufallsexperiments mit Q = {e1, e,.....en}
eine reelle Zahl P(e;)> so zugeordnet, dass
1. Vi:0<P(e)
2. P(e1) + P(e2) + ...+P(en) = 1 gilt,
dann heien die Zahlen P(e;) Wahrscheinlichkeiten.

32.1.2 Laplace — Versuche

Definition 12:
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung, die jedem der moglichen Ereignisse e,
€»,.....e, die gleiche Wahrscheinlichkeit zuordnet heil3t Gleichverteilung

Definition 13:
Zufallsversuche, bei denen jedes mdgliche Ereignis e; mit der Wahrschein-
lichkeit P(ei) = 1/n auftritt hei3t Laplace-Ereignis.

32.1.3 Wahrscheinlichkeitsberechnungen ohne Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Auch ohne Kenntnis von Wahrscheinlichkeitsverteilungen kann man die
Wahrscheinlichkeit von zufalligen Ereignissen elementar berechnen. Dazu bendtigt man
lediglich einige Formeln aus der Kombinatorik.

Dazu wird folgendes Beispiel betrachtet:

In einer Urne befinden sich 10 weilde, 7 rote, 8 blaue und 5 griine Kugeln

32.1.3.1 Mit Zuriicklegen ; mit Reihenfolge

Aus der Urne werden 6 Kugeln mit zurlicklegen gezogen. Gesucht ist die
Wahrscheinlichkeit fir das Ergebnis (w; w; r; r; b; w) in genau dieser Reihenfolge.

Plw;w;r;r;b;w)
40 40 40 40 40 40

Da mit Beachtung der Reihenfolge gezogen wird, gibt es nur einen Zweig im
Baumdiagramm, in dem diese Reihenfolge auftritt. Es ist deshalb nicht mit einer Anzahl
von Pfaden zu multiplizieren. Da mit Zurtcklegen gezogen wird, sind bei jeder neuen
Ziehung wieder alle Kugeln vorhanden, so dal’ die Gesamtzahl immer 40 ergibt und die
Werte im Zahler immer allen vorhanden Kugeln in dieser Farbe entsprechen.



32.1.3.2 Mit Zuriicklegen ; ohne Reihenfolge

Aus der Urne werden 6 Kugeln mit zuricklegen gezogen. Gesucht ist die
Wahrscheinlichkeit dal’ am Ende 3 weile , 2 rote und 1 blaue Kugel gezogen wurden.
Die Reihenfolge spielt dabei keine Rolle, sondern nur das Ergebnis am Ende der
Ziehung. Deshalb kann man hier die Reihenfolge so umandern, dal} zuerst die weilen,
dann die roten und zuletzt die blauen Kugeln erscheinen.

Plw; w;w;r;r;b)
6/ 10 10 10 7 7 8

312111 40 40 40 40 40 40

Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten sind die gleichen wie bei ,mit Reihenfolge“ . Da
aber jetzt die Reihenfolge keine Rolle spielt sind alle Pfade zu addieren, bei denen 3
weilde, 2 rote und 1 blaue auftreten. In der Kombinatorik ist das Permutation mit
Wiederholung. Die Anzahl der Pfade setzt sich zusammen aus der Anzahl der zu
ziehenden Kugeln, namlich 6! . Das ist die Anzahl 6 Kugeln in Reihenfolge anzuordnen.
Aber von den 6 Kugeln sind 3 weil3e nicht zu unterscheiden, 2 rote nicht zu
unterscheiden und 1 blaue nicht zu unterscheiden. Deshalb ist durch die
Permutationsanzahl diese Farben zu dividieren. Dadurch entsteht der Vorfaktor, der
nichts anderes ausdruckt als die Anzahl der Pfade in dieser Farbkombination.

32.1.3.3 Ohne Zuriicklegen ; mit Reihenfolge

Aus der Urne werden 6 Kugeln ohne zurucklegen gezogen. Gesucht ist die
Wahrscheinlichkeit fur das Ergebnis (w; w ; r; r; b; w) in genau dieser Reihenfolge.

Plw;w;r;r;b;w)
40 39 38 37 36 5

Da mit Beachtung der Reihenfolge gezogen wird, gibt es nur einen Zweig im
Baumdiagramm, in dem diese Reihenfolge auftritt. Es ist deshalb nicht mit einer Anzahl
von Pfaden zu multiplizieren. Da ohne Zurlicklegen gezogen wird, sind es bei jeder
neuen Ziehung eine Kugel weniger, und auch eine Kugel der jeweiligen Farbe weniger.
Damit andern sich sowohl Zahler als auch Nenner. Andererseits ist die
Wahrscheinlichkeit an jedem Pfad die gleiche, wenn nur die Anzahl der Farben die
gleiche ist. Man kann also auch die Reihenfolge andernin (w; w; w ; r;r; b). Dieser
Pfad hat die gleiche Wahrscheinlichkeit, wie der oben angegebene:
Plw;w;w;r;r;b)

0 9 8 7 6 8

40 39 38 37 36 35
Es handelt sich dabei um die gleichen Zahler und Nenner, die nur in ihrer Reihenfolge
vertauscht sind. Da es sich aber im Zahler und Nenner um Produkte handelt, spielt das
keine Rolle.



32.1.3.4 Ohne Zuriicklegen ; ohne Reihenfolge

Bei einer Ziehung ohne Berucksichtigung der Reihenfolge andert sich an den
Einzelwahrscheinlichkeiten nichts, es kommt lediglich als Faktor noch die Anzahl der
Pfade davor. Die Anzahl der Pfade ist aber die gleiche wie beim Ziehen mit
Zurucklegen. Im Baum unterscheidet sich ,ziehen mit Zurlcklegen“ und ,Ziehen ohne
Zurucklegen® nur durch die Wahrscheinlichkeiten an den Pfaden, aber nicht durch die

Anzahl.

Plw; w;w;r;r;b)
6! 10 95 8 7 6 8
312111 40 39 38 37 36 35



32.2 Das Venn — Diagramm

Eine Moglichkeit der Darstellung von Zufallsereignissen ist die Darstellung als Menge.

Es hat sich gezeigt, das die Gesetze aus der Mengenlehre sehr gut auf die Wahrschein-

lichkeiten zu Ubertragen sind. Deshalb sollen hier einige Grundsatze der Mengenlehre
angegeben werden.

Ereignis
A

ANB

AUB

A\B

ANB=@

Beschreibung

Das Gegenereignis A tritt genau dann ein,
wenn A nicht eintritt.

Das Ereignis B zieht das Ereignis A nach
sich ; immer, wenn B eintritt, tritt auch A
ein.

Das Ereignis A und B (A geschnitten B)
tritt genau dann ein, wenn sowohl A als
auch B eintritt

Das Ereignis A oder B (A vereinigt B) tritt
genau dann ein, wenn mindestens eines
der Ereignisse A, B eintritt.

Das Ereignis A und nicht B (A minus B)
tritt genau dann ein, wenn A eintritt und B
nicht eintritt.

A\B=ANB

Hochsten eines der Ereignisse A,B tritt
ein, wenn entweder A oder B oder keines
von beiden eintritt.

ANB=AUB

Das Ereignis Weder A noch B tritt
genau dann ein, wenn keines der
beiden Ereignisse A,B eintritt.
AUB=ANB

Das Ereignis Entweder A oder B tritt
genau dann ein, wenn das andere Ereignis
nicht eintritt

Die Ereignisse A und B sind unvereinbar,
d.h. sie konnen nicht gleichzeitig eintreten.

Tabelle 1: Venn - Diagramm

Venn und Mengendarstellung

B B
A Q
B A
A
Q
A
B B
A A Q
_ B
A
B B
A ’T Q
A B
B B
A A1 @
A B
B B
A A Q
_ B
A
B B
A Q
A
A - | B
B B
A Q
A
A [ B
A Q
B




Dabei stellt die 1. Grafik in der dritte Spalte das sogenannte Venn-Diagramm dar und
die 2. Grafik die Mengendarstellung. In der folgenden Tabelle sollen einige grundle-
gende Rechenregeln zusammengestellt werden.

AUB=BUA ANB=BNA Kommutativgesetz

(AUB)UC=AUBUC) ANB)NC=ANMBNC) Assoziativgesetz

(AUB)NC=(AUC)N(BUC) Distributivgesetz
(ANB)UC=(ANC)U((BNC)
AU@=A ANQ=A Neutrales Element
AUQ=Q ANG=0 Dominantes Element
AUA=Q ANA=Q Komplementires Element
AUA=A ANA=A Idempotenzgesetz
AUANB)=A AN(AUB)=A Absorptionsgesetz
AUB=ANB ANB=AUB de Morgan Gesetze

Tabelle 2: Rechenregeln fur Zufallsereignisse



32.3 Baumdiagramme

Zufallsexperimente sind gekennzeichnet

* durch mehrere Ausgange und

« durch Nichtvorhersagbarkeit der Ausgange.
Es ist also grundsatzlich mit mehreren Ausgangen zu rechnen und es stellt sich das
Problem, wie stellt man ein solche Ergebnisse dar. Bei dieser Umsetzung hat sich die
die Darstellung als sogenannter Ereignisbaum als vorteilhaft erwiesen. Dieser Ereignis-
baum besteht aus einem Startpunkt, der den Beginn des Experiments symbolisiert und
aus verschiedenen Linien von diesem Startpunkt, Zweige genannt, die die mdglichen
Ergebnisse des Experiments symbolisieren. Fur jedes Ergebnis existiert ein Zweig in
diesem Baum. Diese Darstellungsweise bietet einige Vorteile. Es lassen sich
theoretisch beliebig viele Zufallsexperimente hintereinander darstellen (die Begrenzung
wird durch die GroRRe des Blattes gegeben). Es muss nicht jedem Ergebnis ein Zweig
zugewiesen werden, es lassen sich auch mehrere Ergebnisse zu einem Ereignis
zusammenfassen und als ein Zweig im Baum darstellen, wenn keine weiteren
Unterscheidungen gewilnscht sind.
Auf dieser Grundlage lassen sich verschiedene Baumtypen unterscheiden, die getrennt
betrachtet werden kénnen. Der Beginn eines jeden Experiments erzeugt einen
Anfangsbaum, bei dem noch keine Unterscheidungen notwendig sind, da fur alle Typen
der Anfang gleich ist.
Alle Mdglichen Ereignisse sind in ihrer Ausgangssituation — Anzahl — vorhanden

Far die weiteren Ereignisse ist entscheidend, wie wird nach dem ersten Ereignis weiter
Verfahren. Diese Entscheidung hat Einflul} auf die Ergebnisse der zweiten
Durchfuhrung.

32.3.1 Einstufiges Zufallsexperiment

In einem beliebigen Zufallsexperiment gibt die Ergebnismenge, die wir mit dem grof3en
griechischen Buchstaben Q (Omega) bezeichnen, die Menge aller Ergebnisse (also alle
Maoglichkeiten, die auftreten kénnen) an.

Am Ende eines jeden Zweiges wird das
Ereignis eingetragen, das durch diesen
Zweig interpretiert wird und an die Zweige
selbst tragt man die Wahrscheinlichkeit ein,
mit der dieses Ereignis zu erwarten ist.
Diese Darstellung ist so allgemein, dass P(E,)
man alle auftretenden Situationen damit _—
abdecken kann. Nach jedem Ereignis .
besteht die Moglichkeit wieder einen Baum P(E,) .

anzuschlieen, der auch volliges anderes
Aussehen haben kann.

Abbildung 1: Einstufiges Zufallsexperiment



32.3.2 Mehrstufiges Zufallsexperiment

Einstufige Zufallsexperimente werden durch mehrmals hintereinander Ausfuhren zu
mehrstufigen Zufallsexperimenten. Beispiele hierflr sind das mehrfache Wurfeln oder
das Ziehen von Kugeln aus Urnen. Die Ergebnisse werden dann als Zahlen- oder
Buchstabenkolonnen geschrieben. Eine solche Kolonne hat genau so viele Eintrage,
wie das Zufallsexperiment wiederholt wurde.

Ist diesem Zusammenhang ist es interessant das Kreuzprodukt zweier Mengen zu
kennen. Es wurde schon viel mit diesem Kreuzprodukt gearbeitet, ohne dass es als
solches auch bezeichnet wurde. Eines der markantesten Gebiete ist die x-y-
Koordinatenebene. Zeichnet man ein Koordinatensystem — wenn gar noch auf
kariertem Papier — dann ist jeder Kreuzungspunkt der Linien ein Element aus des
Kreuzproduktes, das aus der x-Achse und der y-Achse gebildet wird. Mathematisch
kann man dieses Tatsache folgendermalen formulieren:

XxY ={(x;y)| x&€ Xundy €Y}

Das Kreuzprodukt von zwei Mengen umfasst alle Paare von Elementen, bei denen das
erste Element aus der ersten Menge und das zweite Element aus der zweiten Menge
sind. Solche Elemente eines Kreuzproduktes bezeichnet man auch als geordnete
Paare, da zu unterscheiden ist, an welcher Stelle in der Reihenfolge ein Element steht.
Fir ein Koordinatensystem ist es sofort einleuchtend, dass das Paar (1;3) ein anderes
Paar ist, wie (3;1). Die Reihenfolge der Anordnung spielt also eine entscheidende Rolle.

Diesen Konstrukt verwendet man in der Wahrscheinlichkeitsrechnung, um die
Ergebnisse von Zufallsexperimenten darzustellen. Es ist eine weniger aufwendige
Form, als das Baumdiagramm, daftir nicht so Ubersichtlich, aber mit beliebiger Lange zu
versehen.

Man stellt sich jede Menge als ein Zufallsexperiment vor. Dann ist das Kreuzprodukt
von X und Y die Menge aller Elemente, bei der an 1. Stelle ein Ereignis des 1.
Zufallsexperiment X und an 2. Stelle ein Ereignis des 2. Zufallsexperiment Y steht.
Wenn man diese Konstruktion auf beliebig viele nacheinander durchfuhrbare
Zufallsexperimente erweitert kommt man zum Begriff des n-Tupel:

Definition 14:

Ein n-Tupel (x1; X2; ...X») ist eine geordnete Menge von Ereignissen, bei
dem die 1. Position einem Ereignis bei der 1. Durchfiihrung des
Zufallsexperiments zugeordnet ist, die 2. Position einem Ereignis der 2.
Durchfiihrung des Zufallsereignisses usw.

Diese Definition ist so allgemein, dass alle moglichen Zufallsexperimente damit
abgedeckt sind. Insbesondere ist es mdglich, dass das folgende Zufallsexperiment mit
dem ersten nichts zu tun hat. Als Beispiel kdnnte man folgendes Zufallsexperiment
anfihren: Es gibt 6 verschiedenen Urnen, in denen jeweils Kugeln in drei
verschiedenen Farben enthalten sind. Das zweistufige Zufallsexperiment sieht nun
folgendermalien aus: Mit einem Warfel wir zuerst eine Urne ausgewahlt und dann aus
der Urne eine Kugel gezogen. Die Ereignisse des 2. Zufallsexperiments sind vollig
andere als die des ersten, trotzdem kann man alle moglichen Kombinationen als ein
solches n-Tupel darstellen. z. B ( 2; rot)



32.3.3 Darstellung des Baumes

Als nachstes sollen allgemeine Eigenschaften eines mehrfach aneinander gereihten
Baumes untersucht werden. Dazu soll ein beliebiger zweistufiger Zufallsversuch

dargestellt werden.
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Abbildung 2: Zweistufiges Baumdiagramm

In dieser allgemeinen Baumstruktur ist alles enthalten, was bei einem mehrstufigen
Zufallsversuch zu beachten ist.

1. Die Wahrscheinlichkeiten des 1. Versuchs haben mit den des zweiten Versuchs
nichts zu tun! Der zweite Versuch startet auf seiner eigenen Grundlage, die
eventuell vom Ausgang des ersten Versuchs beeinflu3t sein kann.

2. Dass im zweiten Versuch alle zulassigen Ereignisse gleich sind, bedeutet nicht,
dass auch die Wahrscheinlichkeiten gleich sind.

P(F.,)

Diese beiden Erkenntnisse fuhren zu der Konsequenz bei mehrstufigen Versuchen:
» Fur jeden Folgeversuch sind die Voraussetzungen des Versuchs genau zu
untersuchen.

Damit kann man mehrstufige Versuche in zwei groRe Gruppen einteilen, die spater
noch weiter im einzelnen besprochen werden.



32.3.3.1 Unabhéngige Versuche

Die erste Gruppe betrifft solche Zufallsexperimenten, bei denen die Durchfuhrung des
zweiten Experiments nicht vom Ausgang des ersten Experiments abhangt. Diese
Versuche heil3en unabhangige Versuche.
Merkmal:

Vor der Durchfiihrung des folgenden Versuches ist die

Ausgangssituation in allen Fallen die gleiche.

Die Wahrscheinlichkeiten an den Asten des Baumes sind in allen

Baumen der 2. Stufe gleich.

Beispiele dafur sind alle Versuche, die mit Wurfeln oder glicksradahnlichen Ereignissen
erstellt werden. Nach jedem Versuch sind auf dem Wiurfel noch alle Zahlen vorhanden,
bzw die die Farb- oder Zahlenverteilung auf einem Glucksrad sind die gleichen wie
beim ersten Versuch.

Aber auch Versuche, die sich aus anderen grinden nicht gegenseitig beeinflussen:
Wenn man aus einem Kleiderschrank ein Hose auswahlt hat das keinen Einflu® auf die
Auswahl eines Hemdes (vom Geschmack abgesehen). Es ist vollig uninteressant, ob
man erst das Hemd oder erst die Hose auswahlt, die Anzahl der Kombinationsmdglich-
keiten sind gleich.

In diese Gruppe fallen alle Zufallsereignisse, die mit der Bezeichnung ,,.. mit
Zurucklegen..”“ bezeichnet werden.

32.3.3.2 Abhingige Versuche

Hier wird die Durchfihrung des zweiten Experiments vom Ausgang des ersten
Experiments beeinfluft.

Merkmal:
Vor der Durchflihrung des folgenden Versuches findet man
unterschiedliche Voraussetzung fur den Versuch vor.
Die Wahrscheinlichkeiten an den Asten der Baume der 2. Stufe sind
von Baum zu Baum verschieden.

Beispiele dafur sind alle Versuche, die von vorn herein unterschiedliche Voraus-
setzungen haben. dazu zahlt das oben erwahnte Beispiel der 6 Urnen mit Kugeln in drei
verschiedenen Farben. Je nachdem, welche Urne durch den Wurfel ausgewahlt wird,
sind die Wahrscheinlichkeiten die Kugel einer Farbe zu ziehen unterschiedlich.

In diese Gruppe fallen alle Versuche, die mit der Bezeichnung ,.... ohne Zurucklegen...”
bezeichnet werden, aber auch die, die ,, auf einmal gezogen ..“ werden, weil dann auch
kein Zurucklegen erfolgen kann. Dazu zahlen alle Mehrfachauswahlen aus einer
Menge. Aus einer Menge von Personen werden 3 ausgewahlt, wie viele Moglichkeiten
der Auswahl gibt es. Es ist naturlich einleuchtend, dass eine Person nicht mehrfach
ausgewahlt werden kann, da sie nur einmal existiert. Nach jeder Auswahl existiert fur
den Folgeversuch eine andere Voraussetzung unter der dieser gestartet wird. Man kann
die Personen auf einmal auswahlen oder man kann dreimal durch die Reihe gehen, die
Moglichkeiten der Auswahl andern sich dadurch nicht.

In diesem Zusammenhang ist auch der Begriff der Bedingten Wahrscheinlichkeit zu
sehen, der spater erklart wird.



32.3.4 1. Pfadregel

Die erste Frage, die sich bei einem solchen Baum stellt ist die, mit welcher Wahrschein-
lichkeit tritt eine der mdglichen Kombinationen aus erstem und zweitem Versuch auf.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann man eine Kombination @ @

(k;m) erwarten, wobei k ein Ereignis des ersten Versuchs und m ein Ereignis des
zweiten Versuchs ist. Fest steht, dass man das Ereignis 1.k mit einer Wahrscheinlich-
keit P(E«) erwarten kann. Das ist die Voraussetzung, dass man Uberhaupt eine solche
Kombination erreichen kann. Nur wenn das eingetreten ist, kann man auf eine solche
Kombination zweier Ereignisse hoffen. Wenn es eingetreten ist, kann man aber nur mit
einer Wahrscheinlichkeit P(F«n) auch das zweite Ereignis erwarten. Also muss sowohl
die Wahrscheinlichkeit P(Ex) als auch die Wahrscheinlichkeit P(Fiw) eingetreten sein.
Dieses ,sowohl — als — auch® druckt sich durch das Produkt der Wahrscheinlichkeiten
aus.

Multiplikationsregel: Bei einem mehrstufigen Zufalls-Versuch ist die
Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses (eines Pfades im
Baumdiagramm) gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten
langs des zugehdrigen Pfades im Baumdiagramm.

Aufgabe: In einer Urne Liegen 8 Kugeln 6 gelbe (g) und 2 blaue (b) Kugeln. Es wird
nacheinander ohne Zurticklegen gezogen. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit bei
dreimaligem Ziehen dreimal eine gelbe Kugel zu ziehen.

b P(bbb)=0

0
3
L . Ergebnis:
i % g Pbe)= Die Wahrscheinlichkeit fur ,ggg*
1 ] liegt bei
o g~ " PlE= o
k) ¢ 6/8 * 5/7 * 4/6 = 120/336 = 10/28 =
7 0,357
8 5
s ° -2
1 . E (hgg) ?8
\Z_\ P (gbb) =
2o
! 5
g 3 = _ i
S P
ER Plegh=—
7 g
\ \i\‘\
6 p (zzg) = 0

28

Abbildung 4: Erste Pfadregel



Die Wahrscheinlichkeitsangaben entlang der Pfade sind unterschiedlich. Fir das
Eintreten eines Ergebnisses b stehen am Baum des ersten Versuchs andere Wahr-
scheinlichkeiten, als an den Baumen des zweiten Versuchs. Es muss also prinzipiell
davon ausgegangen werden, dass die Wahrscheinlichkeiten spaterer Versuche durch
die Ergebnisse friherer versuche beeinflul3t werden. Deshalb kann man nicht prinzipiell
die Wahrscheinlichkeiten der Einzelereignisse multiplizieren, sondern muss folgende
Formel zugrunde legen:

[Multiplikationsregel: P(AN B)=P(A) P(BJA) = P(B) P(A|B) |

Es ist das Produkt zu bilden aus der Wahrscheinlichkeit des Ersten Versuchs P(A) und
der Wahrscheinlichkeit des Ergebnisses B unter der Bedingung, dass im ersten
Versuch eingetreten ist P(B|A). Es wird spater noch zu klaren sein, wie solche Falle
aussehen, bei denen P(B|A ) = P(B) ist.



32.3.5 2. Pfadregel

Die zweite Frage, die aus dem Baumdiagramm zu klaren ist, ist die: Mit welcher
Wahrscheinlichkeit erreicht man im zweiten Versuch immer das Ereignis @

Dazu muss man berucksichtigen, dass das Ereignis immer zu erreichen ist, gleichgultig,
welchen Ausgang der erste Versuch genommen hat, Nur sind in Abhangigkeit vom
ersten Versuch die Wahrscheinlichkeiten fur das Ereignis jedes Mal anders: P(F 1m),
P(F2m); ... P(Fam). Alle diese Ereignisse fuhren dazu, dass im zweiten Versuch das
Ereignis 2;m auftritt. Aber die einzelnen Ereignisse treten nur ein, wenn vorher das
entsprechende Ereignis des ersten Versuchs eingetreten ist. Es sind also mehrere
Wege moglich, dass im zweiten Versuch das Ereignis 2;m eintritt. Die Wahrscheinlich-
keiten aller dieser Wege sind deshalb zu addieren.

Additionsregel: Setzt sich bei einem mehrstufigen Zufalls-Versuch ein
Ereignis aus verschiedenen Pfaden (im Baumdiagramm) zusam-
men, dann erhalt man die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
durch Addition der einzelnen Pfadwahrscheinlichkeiten.

Aufgabe: In einer Urne Liegen 8 Kugeln 6 gelbe (g) und 2 blaue (b) Kugeln. Es wird
nacheinander ohne Zurtcklegen gezogen. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit bei
dreimaligem Ziehen eine

g b P (kbh) =0 gelbe Kugel und zwei blaue
6 Kugeln zu ziehen.
1 b
7 ; L1
?— g PO o
- /1 Ergebnis:
b ROk 9
g . 1/28
8 5 + 1/28
= 2 5
6 ==
1 . F (bgg) 5
= 1
6 L~
6 P (ghb)
2
! 5
: 5 8 2 + 1/28 = 3/28
2 ) Plghgl= o
3 5
5 = —_—
2 ] F {ggh] =2
4
6 8 _ 10
F{ggg) =2

Abbildung 5: Zweite Pfadregel



Jedes Ergebnis entlang eines Pfades ist durchschnittsfremd zu den anderen Ergebnis-
sen. Deshalb ist hier eine einfache Addition der Wahrscheinlichkeiten der Pfade
ausreichend. Es gibt aber auch Ereignisse, die nicht durchschnittsfremd sind und auf
zwei verschiedene Weisen zu gleichen Ergebnis fihren. Solche Werte wirden beim
einfachen Addieren doppelt erfasst, deshalb sind alle Ereignisse des Durchschnitts von
dieser Summe wieder einmal zu subtrahieren. Die allgemeine Additionsformel sieht
deshalb folgendermalden aus:

|Additionsregel: P(AU B)=P(A) + P(B)— P(AN B) |




32.3.6 3. Pfadregel

Jeder Baum in jeder Stufe hat noch eine weitere Eigenschaft, die man zu Kontroll-
zwecken bei der Aufstellung eines Baumes gut nutzen kann. Jeder Baum, gleich
welcher Stufe enthalt naturlich alle Moglichkeiten, die ein Versuchsausgang haben
kann. Diese Eigenschaft ,alle Mdglichkeiten“ bedeutet mathematisch, dass ein Ereignis
auf alle Falle eintritt und deshalb die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Zweige

eines Baumes 1 sein muf3.

Verzweigungsregel: Bei mehrstufigen Zufallsexperimenten ist die
Summe der Wahrscheinlichkeiten, die von einem Knoten

ausgehen immer gleich 1.

B h

o161/
Jua]

ula]

| —  Tn|Lh
=

ula]

W' o

Gy

Abbildung 6 : Dritte Pfadregel

Damit sind die wichtigsten Kriterien flr einen mehrstufigen Zufallsversuch durch
Darstellung in einem Ereignisbaum zusammengetragen. Als nachstes sollen spezielle

Baume untersucht werden.

P (bbby =0
P (bh ):l
57 g
p(b b}:i
27 o8
5

P = —
(hzg) >3
1

P (ohhi=—
{ghh}) 52
5

P h =
(ghg) >g
5

P bz_
{ggh) >3
10

P =
(geg) >3




32.3.7 Zweistufige Baume

Als erstes sollen zweistufige Baume mit ihren Wahrscheinlichkeiten untersucht werden,
da die hier gewonnenen Erkenntnisse auf groRere Baume Ubertragbar sind. Dazu
werden die Versuche als Ziehungen von verschiedenfarbigen Kugeln aus Urnen
dargestellt und die Eigenschaften analysiert.

32.3.71 Zufallsversuche ,, mit Zuriicklegen

Als erstes sollen hier Zufallsversuche betrachtet werden, die unter die Gruppe ,mit
Zurucklegen® fallen.
Es soll eine Urne mit 3 verschiedenfarbigen Kugeln betrachtet werden:
3 rote, 2 gelbe. Nach der ersten Ziehung wird die gezogene Kugel
wieder zurtckgelegt und es wird erneut gezogen.

Das Baumdiagramm fir diesen Versuch hat folgendes Aussehen:

1.Ziehung | 2.Ziehung
Insgesamtsind |  Insgesamtsind |
5 Kugeln | 5Kugeln |
vorhanden . vorhanden '
I I
I I
rote Kugeln: 3 | rote Kugeln: 3 |
gelbe Kugeln: 2 | gelbe Kugeln: 2

Abbildung 7 : Wahrscheinlichkeiten ,mit ZurUckIegen"‘

Betrachtet man im Baumdiagramm die erste Ziehung fur die rote Kugel, dann ist die
Wahrscheinlichkeit P(A) dafur:
. eine rote Kugel aus der Gesamtmenge Q zu ziehen: PQ(A) = 3/5
( = die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A unter der
Bedingung der Grundmenge Q)

Betrachtet man die zweite Ziehung fur die rote Kugel, dann ist die Wahrscheinlichkeit
P(A) dafar:
. eine rote Kugel aus der Gesamtmenge Q zu ziehen: PQ(A) = 3/5
( = die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A unter der
Bedingung der Grundmenge Q)
da durch das Zurticklegen die Ausgangsmenge wieder zurlickgesetzt wurde.




Die Wahrscheinlichkeiten an den Baumen der 2. Ziehung sind identisch mit denen der
1. Ziehung

— FUr das Ereignis, dass zuerst eine rote Kugel
gezogen wird ist die Wahrscheinlichkeit P(A).
Die Wahrscheinlichkeit, dass zuerst eine
gelbe Kugel gezogen wird ist P(B).

ABER:

Die Wahrscheinlichkeit, dass als zweites eine
gelbe Kugel gezogen wird, ist ebenfalls P(B),
da sich die Versuche in keiner Weise
unterscheiden: Es gibt 5 Kugel, 3 rote und 2
gelbe.

Abbildung 8: Venn-Diagramm flr bedingte Wahrscheinlichkeiten

32.3.7.2 Zufallsversuche ,,ohne Zuriicklegen*

Es soll jetzt die gleiche Versuchsanordnung gewahlt werden, aber die Kugel nach dem
ersten Ziehen nicht wieder zurickgelegt werden. Dann entsteht folgendes

Baumdiagramm: 1. Ziehung . 2. Ziehung
Insgesamt sind 5 ilnsgesamt sind noch
Kugeln vorhanden |4 Kugeln vorhanden,
............ |_______._______
rote Kugeln: 3 I rote Kugeln: 2 |

gelbe Kugeln: 2, gelbe Kugeln: 2 :

rote Kugeln: 3
gelbe Kugeln: 2

rote Kugeln: 3
gelbe Kugeln: 1

Abbildung 9 : Wahrscheinlichkeiten ,ohne Zurucklegen®

Bei diesem Versuch haben sich nicht nur die Wahrscheinlichkeiten am Ende der Aste
verandert, sondern die Wahrscheinlichkeiten an den beiden Baumen des zweiten
Versuchs sind auch unterschiedlich. Das fuhrt dazu, dass die Wahrscheinlichkeiten eine
rote und eine gelbe Kugel zu ziehen sich vollig unterschiedlich zusammensetzen, je
nachdem, ob erst eine rote Kugel oder erst eine gelbe Kugel gezogen wird.

Betrachtet man im Baumdiagramm die erste Ziehung fur die rote Kugel, dann ist die
Wahrscheinlichkeit P(A) dafur:
. eine rote Kugel aus der Gesamtmenge Q zu ziehen: PQ(A) = 3/5



( = die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A unter der
Bedingung der Grundmenge Q)

Betrachtet man die zweite Ziehung flir die rote Kugel, dann ist die Wahrscheinlichkeit
P(A) dafar:
. eine rote Kugel aus einer Menge zu ziehen, aus der bereits eine (rote oder
gelbe) gezogen wurde: B
Pa(B) = 2/4, Pa(B) = 2/4, Pa(B) = 3/4, Pa(B) = 1/4. B
( = die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses B (oder B) unter der
Bedingung, dass das Ereignis A (oder A) eingetreten ist. )

Beim zweiten Versuch hat sich die Ausgangsmenge fir alle Versuche geandert, alle
Wahrscheinlichkeiten haben sich gegenuber dem ersten Versuch geandert.

e FUr das Ereignis, dass zuerst eine rote Kugel
gezogen wird ist die Wahrscheinlichkeit P(A).
Die Wahrscheinlichkeit, dass zuerst eine
gelbe Kugel gezogen wird ist P(B).
ABER:
Die Wahrscheinlichkeit, dass als zweites eine
gelbe Kugel gezogen wird, ist nicht mehr
P(B), da sich die Anzahlen der Kugeln
geandert haben. Nach dem ersten Versuch
ist die Ausgangsmenge nicht mehr Q.

Die Wahrscheinlichkeit, im zweiten Versuch eine gelbe zu ziehen ist nicht die gleiche,

wie die Wahrscheinlichkeit im ersten Versuch eine gelbe zu ziehen, da im ersten

Versuche entweder eine gelbe oder eine rote Kugel entfernt wurde. Damit hat sich nicht

nur die Gesamtzahl der Kugeln geandert, je nachdem, was im ersten Versuch gezogen

wurde, sondern es hat sich auch die Farbzusammensetzung der Kugeln geandert: 2

gelbe, 2 rote oder 1 gelbe, 3 rote.

Im Baumdiagramm wird deutlich, dass es sich um zwei getrennte Versuche handelt.

1. Versuch: 3 rote und 2 gelbe Kugeln, P1(A) ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine rote
Kugel gezogen wurde.

2. Versuch: 2 rote und 2 gelbe Kugeln, P1(B) ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine gelbe
Kugel gezogen wurde.

Das Baumdiagramm zeigt auch, dass sich die Summen der Zweige im 2. Baum wieder

auf 1 addieren. Fur P2(B) ist also die tatsachlich vorhandene Ausgangsmenge P1(A).

P2(B) wird auf P1(A) normiert, P1(A) ist flr den Versuch 2 die neue Ausgangsmenge

Q2.
P2(B) = P,(B) = E‘%)

Aus diesen Grinden bezeichnet man PA( ) auch als ein Wahrscheinlich-
keitsmal}, das nicht wie P( ) auf dem Grundraum Q, sondern auf dem
neuen Grundraum der Ergebnismenge von A definiert ist.




324 Kontingenztafeln und Vier-Felder-Tafeln

Zweistufige Versuche lassen sich aul3er mit einem Baumdiagramm auch tabellarisch
bearbeiten. Bei diesen Tabellen spricht man von Kontingenztafeln, bei denen alle
moglichen Ergebnisse des ersten Versuchs in Zeilen eingetragen werden und alle
mdglichen Ergebnisse den zweiten Versuchs in Spalten.

B, B, | =
A, | n, h, | h,
hii
A | n, . h, | h,
z h h h.= 1

A

Abbildung 10: Allgemeine Form einer Mehrféldertafel

Gibt es bei solchen Versuchen jeweils nur zwei mogliche Ereignisse, die untersucht
werden sollen reduziert sich diese Tafel auf eine 4-Felder-Tafel:

Zeilensumme

@ P(ANB) P(ANB)  P(A)

P(ANB) | P(ANB) = P(A)

Spalten- | P(B)  P(B) 1

summe

Abbildung 11: Vierfeldertafel

Fur die jeweils zwei moglichen Ereignisse eines jeden Versuchs kann man auch
schreiben ,das Ereignis A tritt ein” und ,das Ereignis A tritt nicht ein®. In der obigen
Tabelle durch A und A gekennzeichnet, denn das Eintreten des zweiten moglichen
Ereignisses ist gleichbedeutend damit, dass das erste nicht eingetreten ist, denn es gibt
ja keine weiteren. Jeder solchen Tafel kann man eindeutig ein Baumdiagramm
zuordnen und jedem zweistufigen Baumdiagramm eine solche Kontingenztafel. Wenn
die Anzahl der Versuche nur 2 betragt, daftir aber die Anzahl der méglichen Ausgange
eines Versuchs grof ist, kann man Ubersichtlicher mit diesen Tafeln an Stelle eines
Baumdiagramms arbeiten. Das trifft bereits schon dann zu, wenn man Zufallsversuche
analysiert, die durch zweimaliges Wurfeln entstehen. Dann gibt es beim ersten Versuch
sechs Moglichkeiten und beim zweiten Versuch flr jeden Ausgang des ersten Versuchs
wieder sechs Moglichkeiten. Dadurch entsteht schon ein recht groRer Baum. Einen
solche Versuchsdurchfiihrung stellt man Ubersichtlicher in einer Vierfeldertafel dar, die
dann allerdings aus 36 Feldern besteht.



32.4.1 Vierfeldertafel fiir Zufallsversuche , mit Zuriicklegen

Das im Kapitel Uber das Baumdiagramm angegebene Beispiel eines zweistufigen
Versuchs hat mit der Vierfeldertafel folgendes Aussehen:

@ Zeilensumme

P(rg)=0,24 | P(rr)=0,36 P(A)=3/5 = 0,24+0,36

P(gg)=0,16 | P(gr)=0,24 | P(A)=2/5 = 0,16+0,24

Spalten- P(B)=2/5 |P(B)=3/5 1
summe =0,16+0,24 =0,36 + 0,24

Abbildung 12: Vierfeldertafel bei Ereignissen ,mit Zurlicklegen*

In den Zeilen — mit A bezeichnet — stehen die Ausgange des ersten Versuchs, in den
Spalten — mit B bezeichnet — stehen die Ausgange des zweiten Versuchs. Einige der
eingetragenen Zahlen lassen sich unmittelbar im Baumdiagramm wiederfinden.

Die vier Werte in der Mitte der Tabelle sind genau die Werte, die im Baumdiagramm
rechts die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Pfade als Produkt der Aste angeben. Die
Zahlen in den Bereichen Spaltensumme und Zeilensumme geben die
Wahrscheinlichkeiten an den Asten wieder. Die Werte der Zeilensumme entsprechen
den Werten des ersten Versuchs fur die Ereignisse ,rote Kugel® und ,gelbe Kugel®. Die
Werte der Spaltensumme geben die Wahrscheinlichkeiten des zweiten Versuchs
ebenfalls fur ,rote Kugel“ und ,gelbe Kugel“ wieder.

32.4.2 Vierfeldertafel fiir Zufallsversuche ,,ohne Zuriicklegen*

Die Darstellung des gleichen Versuchs aus dem Kapitel Baumdiagramm einer
Vierfelderfafel hatte folgendes Aussehen:

@ Zeilensumme
e P(rg)=3/10 |P(rr)=3/10 P(A)=3/5
P(gg)=1/10 | P(gr)=3/10 | P(A)=2/5

Spalten- |P(B)=2/5 | P(B)=3/5 1
summe

Abbildung 13 : Vierfeldertafel bei Ereignissen ,ohne Zuricklegen®

Die vier Werte in der Mitte der Tabelle entsprechen wieder den Wahrscheinlichkeiten
am Ende der Aste im Baumdiagramm. Die Werte der Zeilensumme entsprechen auch
den Werten an den Pfaden der ersten Versuchsdurchfiihrung, firr die die Ereignisse A
und A stehen. Die Spaltensummen zu den Ereignissen B und B passen gar nicht zu den
Werten an den Pfaden der zweiten Versuchsdurchflihrung, noch dazu, wo jeder Baum
unterschiedliche Werte aufweist. Was zwangslaufig zu der Frage fuhrt, was haben die
Werte flr eine Bedeutung, und wo sind sie im Baumdiagramm zu finden.



Dazu soll die Tabelle normiert werden. Das heifdt, es wird die zweite Versuchsdurch-
fuhrung gesondert betrachtet unter der Voraussetzung, dass das Ergebnis der ersten
Versuchsdurchfiihrung bekannt ist. Es sind dann flr die zweite Versuchsdurchfiihrung
zwei Falle zu unterscheiden. Die Normierung passiert so, dass man sagt, man geht
davon aus, dass das Ereignis A oder A eingetreten ist. Das wlrde bedeuten, dass im
ersten Fall P(A) = 1 ist und im zweiten Fall P(A) = 1 ist, da das jeweilige Ereignis mit
Sicherheit eingetreten ist. In der Vierfeldertafel realisiert man das, indem man jede Zeile
durch die Zeilen- oder Spaltensumme dividiert.

@ Zeilensumme
e P(rg)=1/2 P(rr)=1/2 P(A)=1
P(gg)=1/4 P(gr)=3/4 P(A)=1

Spalten-
summe

Spaltensummen machen jetzt keinen Sinn mehr, da zwei getrennte Versuche analysiert
werden. Jetzt lassen sich die Zahlen in den vier Feldern im Baumdiagramm
wiederfinden.

Die Werte der ersten Zeile sind die Wahrscheinlichkeiten beim ersten der beiden
Baume, der bei der 2. Durchfihrung entsteht. Es sind die Wahrscheinlichkeiten, die
auftreten, wenn beim ersten Versuch das Ereignis A eingetreten ist. Das Eintreten
des Ereignisses A reduziert die Anzahl der Kugeln insgesamt und reduziert die Anzahl
der roten Kugeln. Damit ist flr den zweiten Versuch eine vollig neue Situation
gegenuber dem ersten entstanden.

Die Werte der zweiten Zeile sind die Wahrscheinlichkeiten beim zweiten der beiden
Baume, der bei der 2. Durchfiihrung entsteht. Es sind die Wahrscheinlichkeiten, die
auftreten, wenn beim ersten Versuch das Ereignis A eingetreten ist. Das Eintreten
des Ereignisses reduziert ebenfalls die Anzahl der Kugeln insgesamt und reduziert die
Anzahl der gelben Kugeln. Damit ist nicht nur eine Veranderung gegenuber dem ersten
Versuch eingetreten, sondern auch eine Veranderung gegenuber dem ersten Baum des
zweiten Versuchs. Die Ereignisse sind also vollig unterschiedlich zu bewerten.

Bei diesen Wahrscheinlichkeiten spricht man von ,Bedingten Wahrscheinlichkeiten® die
nur Auftreten ,.... unter der Bedingung, dass ein anderes Ereignis eingetreten ist ..”
Bedingte Wahrscheinlichkeiten nehmen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine
grollen Raum ein und sollen als nachstes eingehender betrachtet werden.



32.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Mit dem Zahlprinzip der Kombinatorik ist es in einfacher Weise mdglich, die
Wahrscheinlichkeiten mehrstufige Zufallsprozesse zu berechnen

32.5.1 Einfiihrendes Beispiel

Eine Urne enthalt 3 rote und 2 gelbe Kugeln. Es werden nacheinander 2 Kugeln ohne
Zurucklegen gezogen. Jede Kugel soll die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, gezogen
zu werden, so dass ein Laplace-Experiment vorliegt. Wie grol} ist die
Wahrscheinlichkeit, beim ersten Zug eine rote und beim zweiten Zug eine grune Kugel
zu ziehen?

Nach dem Zahlprinzip gibt es insgesamt |Q| = 5 - 4 Mdglichkeiten, zwei Kugeln ohne
Zurtcklegen aus der Urne mit 5 Kugeln zu ziehen (Variation ohne Wiederholung).

Weiter werden die beiden folgenden Ereignisse betrachtet:

A: ,die erste Kugel ist gelb, die zweite Kugel ist beliebig®,
B: ,die erste Kugel ist beliebig, die zweite Kugel ist rot".

Dann ist E = AN B das Ereignis
E: ,die erste Kugel ist gelb und die zweite Kugel ist rot".

* Fur den ersten Zug des Ereignisses A sind zwei Moglichkeiten gunstig: es
kann eine der zwei gelben Kugeln gezogen werden.

* FUr den zweiten Zug gibt es noch 4 Moglichkeiten, eine der verbliebenen 4
Kugeln zu ziehen, also ist.
_IAl_8 _2
Q] 20 5
+ Beim ersten Zug des Ereignisses B kann zuerst eine von zwei gelben Kugeln.

A|=2-4=8; P(A)

» Fir den zweiten Zug anschliel3end eine von 3 roten Kugeln gezogen werden;
* Wird im ersten Zug dagegen eine von den drei roten Kugeln gezogen,

* so gibt es im zweiten Zug noch 2 Mdglichkeiten, eine der verbliebenen 2 roten
Kugeln zu ziehen. Es ist daher

Bj= 2-3+3-2=12; P(B)=ioj=o~=%

* Fur den ersten Zug des Ereignisses E sind zwei Moglichkeiten gunstig und
» fur den zweiten Zug sind 3 Mdglichkeiten gunstig, also:

2.3 2 3
El=2-3=6 P(E)=23 = 2.
2 E1=52= 20 3

Dabei ist 3 die Wahrscheinlichkeit von A. Der zweite Faktor E dagegen ist aber

5 4
nicht die Wahrscheinlichkeit von B.



Er lasst sich aber ebenfalls als eine Wahrscheinlichkeit deuten, namlich als P (B)

die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B unter der Bedingung,
dass das Ereignis A eingetreten ist. Man schreibt dafir und nennt
dies die ,bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A*.

Damit giltalso | P(ANB)=P(A)-P,(B)

Diese Beziehung wird als ,Multiplikationssatz fiir das gleichzeitige Eintreten der
Ereignisse A und B" bezeichnet.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten treten als Pfadwahrscheinlichkeit ab der 2. Stufe auf.
Den Ereignissen der 2.Stufe ist das Ereignis der 1. Stufe "vorangegangen" (zeitlich oder
gedanklich). Die Wahrscheinlichkeiten Po(B)=P(B) und Pa(B) unterscheiden sich bei
Laplace Experimenten eventuell (falls A < Q) durch eine gegenuber Q eingeschrankte
Ergebnismenge.

32.5.2 Was ist Bedingte Wahrscheinlichkeit

Ein vorgegebener Wahrscheinlichkeits-Raum (Q,P) beschreibe zunachst ein
stochastisches Experiment. Mit der Zusatzinformation, dass die Ergebnisse alle in einer
nichtleeren Teilmenge Qo Q liegen, stellt sich die Frage nach der Modifikation des
zunachst vorgegebenen Wahrscheinlichkeits-Raumes. Daher kann sinnvollerweise
P(Qo) > 0 unterstellt werden, denn P(Qo) = 0 wirde der hier betrachteten Situations-
beschreibung widersprechen.

Schrankt man den Ausgangsraum Q auf die Teilmenge Qo mit P(Qo) > 0 ein, so bietet
es sich an, die durch (Q,P) gelieferten Gewichte P({w}) fur w < Qo zu Gbernehmen und
das Gesamtgewicht durch Normierung, d.h. durch Division durch P(Qo), auf 1 zu
bringen, wobei man von P( . | Qo) als von der (elementaren) bedingten Verteilung
spricht. Die Teilmenge Qo heif3t Bedingung. Die folgende Skizze soll den
Zusammenhang noch einmal verdeutlichen.

Sesamirnasae 1 Jesamtmasse F{5,) Sesamtmmasae 1

Far die bedingte Wahrscheinlichkeit gibt es deshalb folgende Definition:



Definition:

Von bedingter Wahrscheinlichkeit spricht man, wenn das Eintreten eines
Ereignisses von dem Ausgang eines vorher durchgefiuhrten Zufallsexperi-
ment abhangt und durch dessen Ausgang der Ausgang des folgenden
Ereignisses beeinfludt wird.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E unter der Voraus-
setzung, dass das Ereignis F eingetreten ist, berechnet sich durch:

- (e)=PENF

Nach dieser Definition ist es zunachst notwendig, sich klar zu machen, dass alle Wahr-
scheinlichkeiten in einem Baumdiagramm ab der zweiten Stufe bedingte Wahrschein-
lichkeiten sind, da bis zu diesem Ereignis bereits andere Ereignisse eingetreten sind.
Damit ist noch nicht festgelegt, dass der Ausgang der vorhergehenden Ereignisse einen
Einfluld auf das folgende Ereignis hat. Ob ein solcher Einflufd besteht, oder nicht, hangt
allein von den Wahrscheinlichkeiten an den Baumen ab.

Wichtig in diesem Zusammenhang ist sind unvereinbarte Ereignisse, die sehr oft mit
stochastisch unabhangigen Ereignissen verwechselt werden.

Definition:
Zwei Ereignisse E und F sind unvereinbar, wenn E N F = & gilt

FUr unvereinbare Ereignisse gilt die Formel
P(FUE) =P (F) + P(E)

wahrend fur zwei beliebige Ereignisse E und F gilt:
P(FUE) =P (F) + P(E)- P(F N E)

Gibt es Teile der Mengen E und F, die einander Uberdecken oder tberlappen, so durfen
diese Teile fur die Gesamtwahrscheinlichkeit nicht doppelt gezahlt werden — das wurde
passieren, wenn man nur die Formel wie bei den unvereinbaren Ereignissen verwendet.
Alle Ereignisse, die sowohl in E, als auch in F liegen, sind in P (F) + P(E) zweimal
erfasst. Statt dessen ergibt sich die Gesamtmenge aus der Summe der beiden Teil-
mengen einmal reduziert um den Uberlappenden Bereich.

Versuche, bei denen die Unterscheidung z.B. ,Junge” oder ,Madchen“ eine Rolle spielt,
sind unvereinbar, aber nicht unabhangig !

Merke: Unvereinbar ist eine Eigenschaft der Ereignisse, unabhangig ist eine Eigen-
schaft der Wahrscheinlichkeiten. Es gibt Ereignisse, die je nach Wahrscheinlichkeiten
einmal abhangig und einmal unabhangig sein konnen.



32.5.21 Wiirfelbeispiel

Es werden zwei Wurfel geworfen.

A sei das Ereignis: ,Der erste Wurfel zeigt eine Zahl < 5”.
B sei das Ereignis: ,Die Augensumme ist > 6”.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit fur ,Aund B” .

Man kann die Wahrscheinlichkeit ermitteln, indem im Standardmodell fur das Werfen

mit zwei Wurfeln ( ={(1,1),(1,2),...,(6,6)} ) fir alle Elementarereignisse gepruft wird, ob

sie die Bedingung ,A und B” erflllen. Als Menge geschrieben, erhalt man dann fur das
gesuchte Ereignis
E ={(1.,6).(2,5),(2,6).(3,4).(3,5).(3,6),(4.3),(4.4),(4,5), (4.6) }

Da alle Elementarereignisse {(a,b)} gleichwahrscheinlich sind, kann man mit der

Laplaceformel arbeiten.

Das Ereignis ,A und B” kann man als Durchschnitt zweier Mengen schreiben:
A={(1,1),(1,2),...(1,6), (2,1),(2,2),...(2,6), .. ., (4,1),(4,2),...(4,6) },
B={(1,6),(25),(2,6),3,4),(3,5),(3,6),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),(5,2),...(6,6) }.

Gesucht ist P(A N B) = P(E).

Es ist glinstig, sich hier Wahrscheinlichkeiten als Gréken von Teilflachen einer Gesamt-

flache vorzustellen. Es wird also ein geometrisches Modell zur Veranschaulichung der

Zusammenhange gewahlt. Dabei gelten folgende Beziehungen

B

B |6-2|6-3 [6-4|6-5|6-6

~N

5-1 32 |5-3|5-4|5-5|5-6
4-1 4—2‘}<€ 4-4|a-5]4-6
3-1 |3-2{3-33<4[3-5 [3-6
2-1 [2-2 |2-3|2-4 \\Q>2—6

N6

Ve
N
1-1 |1-2 |1-3|1-4|1-5 P\\\;

Im geometrischen Modell bedeutet das:

* Die Wahrscheinlichkeit, die Elemente von A N B aus der Gesamtmenge Q zu
ziehen betragt 10/36 .

« Jetzt soll das Ereignis A als erstes Ereignis betrachtet werden. Nach dem
ersten Schritt befindet man sich in der angegebenen Menge A. Die Wahr-
scheinlichkeit dafur ist 24/36. 24 Elemente von 36 gehoren zur Menge A. Wenn
man von dieser Teilmenge A als neuer ‘Menge’ ausgeht, ist die Wahrschein-
lichkeit, den Durchschnitt AN B = E zu erhalten, 10/24. Von 24 Elementen der
Menge A gehdren 10 Elemente auch zur Menge B. Fir beide Schritte
zusammen, also fur P(A N B), gilt damit: Es ist der Anteil (10/24) von ursprunglich
(24/36) zu bestimmen. Das fuhrt auf die Ubliche Multiplikation von Anteilen
(10/24) « (24/36) = 10/36.

« Jetzt soll das Ereignis B als erstes Ereignis betrachtet werden. Die
Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis B betragt 18/36 . Nach dem ersten Schritt
befindet man sich in der angegebenen Menge B. Von den Elementen der Menge




B gehodren 10 Elemente zu Menge A N B. Damit sind von 18/36 Ausgangswahr-
scheinlichkeit eine Wahrscheinlichkeit von 10/18 fur Element aus A N B. Damit
ergibt sich aus dem Produkt der beiden Wahrscheinlichkeiten (18/36) « (10/18) =
10/36.

Also gilt P(A N B)=P(A) « P(,B unter der Bedingung, dass A eingetreten ist”).

Man schreibt kirzer P(A N B) = P(A) « P(B|A) = P(A) « Pa(B). (zwei Schreibweisen fur
bedingte Wahrscheinlichkeit), aber es gilt auch P(A N B) = P(A) « P(,A unter der
Bedingung, dass B eingetreten ist”). P(A N B) = P(B) « P(A|B) = P(B) * Ps(A). Damit ist
zunachst zu erkennen: Die Wahrscheinlichkeit P(A N B) ist gleich, unabhangig, ob man
zuerst das Ereignis A oder zuerst das Ereignis B betrachtet. Dies Erkenntnis wird spater
noch Bedeutung erlangen.

32.5.2.2 Ziehen von Kugeln mit zwei verschiedenen Eigenschaften

Beim mehrmaligen Wurfeln hangt die Wahrscheinlichkeit eine bestimmte Zahl zwischen
1 und 6 zu werfen nicht von dem vorherigen Ergebnis ab. Jeder Wurf geschieht
unabhangig von dem vorherigen. Werden hingegen aus einer Urne, die z.B. mehrere
Kugeln mit zwei unterschiedlichen Farben enthalt, nacheinander gezogen ohne sie
wieder zuruckzulegen, ist die Wahrscheinlichkeit des des zweiten Zuges vom ersten
Ergebnis abhangig. In diesem Fall spricht man von einer bedingten
Wahrscheinlichkeit. Bedingte Wahrscheinlichkeiten beim Ziehen mit Zurtcklegen
machen keinen Sinn, weil die zweite Ziehung nicht von der ersten abhangt.

Far die nachsten Abschnitte zur Erklarung der bedingten Wahrscheinlichkeit soll
folgendes Beispiel betrachtet werden:

Eine Urne enthalt 100 Kugeln.

70 Kugeln bestehen aus dem Material Holz und 30 Kugeln aus Kunststoff.
25 der Holzkugeln sind mit der Farbe rot gestrichen und 45 sind gran.
10 der Kunststoffkugeln sind rot und 20 sind grun.

Folgende Ereignisse werden definiert:

A: Die Kugel ist aus Holz A : Die Kugel ist aus Kunststoff
B: Die Kugel ist rot B : Die Kugel ist grin



32.5.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten im Baumdiagramm

Bedingte Wahrscheinlichkeiten sind eigentlich seit dem Baumdiagramm bekannt, auch,
wenn sie dort nicht die Bezeichnung erhalten haben. Alle Wahrscheinlichkeiten, die an
den zweiten Baumen oder spater auftreten sind bedingte Wahrscheinlichkeiten. Sie
treten nur auf unter der Bedingung, dal} das erste Ereignis bereits eingetreten ist.

ﬁ B P(A)P,(B)=P(ANB)
P(A A _ _
" ~  ——B PMA)P((B)=PANB)
P.(B)
- PA®) B P(A)P,(B)=P(ANB)
P(A) & _ R
RA(} 8 P P.(B)=PANB)
Die Schreibweise Pa(B) soll ausrucken:
Es ist die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten des
Ereignisses B, wenn das Ereignis A eingetreten ist
und wird bedingte Wahrscheinlichkeit bezeichnet

Da die Indexschreibweise in gedruckte Dokumenten immer etwas problematisch ist,
wird auch noch eine andere Schreibweise verwendet: P(B |A)

Dabei ist das Ereignis, was bereits eingetreten ist nach dem senkrechten Strich
angegeben.

Aus den Pfadregeln des Baumdiagramms Uber Multiplikation und Addition erhalt man
folgende Beziehungen:

P(B)=_(—)PA0B P(E):E(m) P,(B)= P!KOB! P—(§)=E(l)
" PA) " PA) ' P(A) ' P(A)

Damit gibt es einen interessanten Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeit des
Eintreten eines einzelnen Ereignisses wie A z.B. Die Wahrscheinlichkeit des Eintretens
des Ereignisses A ist die Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung des vollstan-
digen Ereignisraumes Q. So dass mit dem Formalismus der bedingten Wahrschein-
lichkeit geschrieben werden kann:

PA)=PoA) = By

aber die Wahrscheinlichkeit P(Q) ist naturlich 1, da ein Ereignis aus Q mit Sicherheit
eintrifft. Deshalb ist die Schreibweise P(A) nur eine Kurzschreibweise flr Pq(A).

Mit diesem Hintergrund kann man die bedingte Wahrscheinlichkeit Pa(B) interpretieren
als:



Wahrscheinlichkeit des Eintretens des Ereignisses B im
Ereignisraum, der nach dem Eintreten des Ereignisses A
entstanden ist.

Die Wahrscheinlichkeit wird also auf den Ereignisraum A reduziert und nicht iber dem
allgemeinen Q Ereignisraum gebildet. Es ist die Wahrscheinlichkeit von B, wenn man
bereits weil}, dass A eingetreten ist.

In dem vorher angegebenen Beispiel wurde sich das Baumdiagramm folgendermal3en
darstellen:

B P(ANB)=0,25

=l
/ \__9_5 P(ANB) = 0,45
)= 14

p(A)_\ /(?_/3/5 PANB)=0,1

PA(B}%N 5 P(ANB)=02

Die Wahrscheinlichkeit eine Kugel aus Holz zu ziehen betragt 7/10 = P(A). Wenn man
ein Kugel aus Holz gezogen hat ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 die Kugel auch noch rot
ist 25/70=5/14=PA(B) , da von den 70 Holzkugeln 25 Kugeln die Farbe rot besitzen. In
Worten ausgedruckt:

Die Wahrscheinlichkeit, dal® eine Kugel rot ist unter der

Bedingung, dal} sie aus Holz ist, betragt 5/14.

Wichtig bei dieser Betrachtung ist, dal¥ man den Unterschied zur Wahrscheinlichkeit
des Durchschnitts erkennt. Die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts besagt:
Wenn jetzt eine Kugel gezogen wird, dann wird mit einer
Wahrscheinlichkeit von 7/10 * 5/14 = 0,25 eine rote
Holzkugel gezogen.

Es ist noch nichts gemacht worden, es wird nur eine Aussage dartber getroffen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit eine bestimmtes Endergebnis eintreten kann. Es stehen
noch alle 100 Kugeln zur Auswahl.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit macht eine andere Aussage. Man zieht eine Kugel aus
der Urne, hat sie in der Hand, sieht aber noch nicht, was das fur eine Kugel ist. Durch
befuhlen der Kugel stellt man aber fest, man hat eine Holzkugel in der Hand, weil die
Oberflache vielleicht etwas rauer ist als bei einer Kunststoffkugel. Jetzt sind alle
Kunststoffkugel ausgeschlossen. Das bedeutet, ein Ereignis von den zweien ist
schon eingetreten, es ist nicht mehr unklar, was meine Kugel fir ein Material haben
wird. Damit hat man nicht mehr die Auswahl aus 100 Kugeln, sondern nur noch aus 70.
Damit reduziert sich die Moglichkeit eine rote zu ziehen auch nur noch auf die 70. Geht
man davon aus, es gebe gar keine roten Holzkugeln kann man noch so viele schone
rote Kunststoffkugeln haben, wenn man eine Holzkugel gezogen hat ist die
Wahrscheinlichkeit fur eine rote Kugel Null. Der Wahrscheinlichkeitsraum ist
eingeschrankt auf das Ereignis A.



In diesem Baumdiagramm findet man aber nur die bedingten Wahrscheinlichkeiten zu A
oder A . Wie kann man im Baumdiagramm die Wahrscheinlichkeiten unter der
Bedingung B oder B erstellen. Hier spielen jetzt die Wahrscheinlichkeiten des
Durchschnitts eine Rolle. Die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts P(A N B) muss die
gleiche sein, unabhangig, ob erst das Ereignis A oder erste das Ereignis B eingetreten
ist. Damit wird der 1. Pfadregel oder des Multiplikationssatzes Rechnung getragen.
P(A) « Pa(B) = P(AIB) = Pg(A) « P(B)
Die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts zweier Ereignisse ist nicht generell das
Produkt der Wahrscheinlichkeiten der Einzelereignisse, sondern das Produkt aus der
Wahrscheinlichkeit des ersten Ereignisses multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit fur
das zweite Ereignis unter der Bedingung, dass das erste Ereignis bereits eingetreten
ist. Wenn das zweite Ereignis eintritt weild man bereits, welches erste Ereignis
eingetreten ist

32.5.4 Das umgekehrte Baumdiagramm

Damit stellt sich sofort die Frage, was passiert denn, wenn das Ereignis B als erstes
eintritt und danach das Ereignis A. Am Ende der beiden Versuche ist wieder das
Ereignis A und das Ereignis B eingetreten, also die gleiche Endsituation, wie im ersten
Fall. Das zugehorige Baumdiagramm hatte dann folgendes Aussehen:

Pa(A)

A P(B)P,(A)=P(ANB)
P(B) B —

/ ~ ——— A P(B)P,(A)=P(ANB)
Pe(A)

P.(A) _ _
PE) % A PBE)Pg(A)=PANB)

PA) —~ A P®PyA)=PANB)

und fur die bedingten Wahrscheinlichkeiten des umgekehrten Baumes ergeben sich
folgende Gleichungen:

Ein Baumdiagramm kann man aber auch so aufbauen, dass das Ereignis B als erstes
eintritt. Diese Wahrscheinlichkeiten kann man aus dem Baumdiagramm ermitteln.
Betrachtet man die Durchschnittswahrscheinlichkeiten aller Ereignisse, an denen B
beteiligt ist erhalt man B

P(ANB)+P(ANB)=P(B)
Berucksichtigt man alle Wahrscheinlichkeiten, in denen das Ereignis B mit einem
anderen Ereignis zusammen auftreten kann, dann ergibt diese Summe die Wahrschein-
lichkeit fur das Ereignis B selbst. Diesen Zusammenhang. der ganz allgemein gilt,
bezeichnet man als Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit, ist aber nichts anderes
als die 2. Pfadregel. Damit lasst sich ein sogenanntes umgekehrtes Baumdiagramm
erstellen, bei dem das Ereignis B als erstes erscheint.

P(B)=P(ANB)+P(ANB) =0.35und P(B) = P(AN B) + P(ANB) =0.65

Das lalt sich im Beispiel auch unmittelbar nachprifen. Es gibt von den 100 Kugeln 35
die rot sind und 65 die grun sind.



el A P@ANB)=025
} A P@ANB)=0,1
_ P(ANB) = 0,45

. P@E0B=02

In dem so entstandenen rudimentaren Baumprogramm fehlen zunachst wieder die
Wahrscheinlichkeiten an den zweiten Baumen. Andererseits mussen die Wahrschein-
lichkeiten vom Durchschnitt zweier Ereignisse in beiden Fallen gleich sein, da die
Wahrscheinlichkeit fur das eintreten zweier Ereignisse nicht davon abhangt, welches
Ereignis als erstes eingetreten ist Deshalb sind die farbig gestalteten Wahrscheinlich-
keiten gleich, wobei zu beachten ist. dass die inneren beiden gegenuber dem ersten
Baumdiagramm vertauscht wurden. P( A | B) (griin) befindet sich jetzt am ersten
Teilbaum der zweiten Ebene und P(A | B) (braun) am zweiten Teilbaum der zweiten
Ebene. Nach den gleichen Rechenschritten wie im ersten Fall lassen sich die bedingten
Wahrscheinlichkeiten fir die zweiten Baume berechnen.

_P(ANB) ~ - PANB) _P(ANB + _PANB
Po(A) = =5 (6} Py(A) = =5 B P.(A) _(J) P.(A) _(FE)

Damit hat das vollstandige umgekehrte Baumdiagramm folgendes Aussehen

Ps(A) =
P(AN B) = 0,25
P(B)= L / A
29 7\2K P(ANB)=0,1
Pg(A) = =

P(B)_k /B(ﬁ)/_)LA P(ANB) = 0,45

B
-t B

Jetzt lassen sich beide Baume spiegelbildlich aneinander setzen, da in beiden Baumen
das Ende eines Zweiges durch das gleichzeitige Eintreten von zwei Ereignissen
gekennzeichnet ist.

P.B) g P(A)P,(B)=P(ANB)=P(B)P,A) A %

P(A) P,(B)=P(ANB)=P(B)PsA) A P.(A)



In beiden Baumen sind die in der Mitte stehenden moglichen Ereignisse immer die
gleichen, die aber auf zwei verschiedenen Wegen erreicht werden:

P(ANB) = P(B) Ps(A) = P(A) Pa(B)
P(ANB) = P(B) Ps(A) = P(A) PA(B)
P(ANB) = P(B) Ps(A) = P(A) Pa(B)
P(ANB) = P(B) Ps(A) = P(A) Pa(B)

Diese Formeln ermdglichen das Berechnen der jeweils entgegengesetzten bedingten
Wahrscheinlichkeit, wenn man eine bedingte Wahrscheinlichkeit kennt. Wenn man z.B
aus Pa(B) die Wahrscheinlichkeit Pg(A) berechnen muss. Voraussetzung ist naturlich,
dass man die beiden Einzelwahrscheinlichkeiten P(A) und P(B) kennt.

Fur die Einzelwahrscheinlichkeiten erhalt man:

P(A) = P(ANB)+P(ANB)
P(A) = P(A N B) + P(A N B)
P(B) = P(AN B) + P(A N B)
P(B) = P(ANB)+P(A NB)

Im angegebenen Beispiel hat das doppelte Baumdiagramm folgendes Aussehen:

ﬁs PANB)=025 A PB(A)=$
P(A)=L ’ T
/A P(§)\-—9— B P(ANB) =045
AT 14
P.(B)= -




32.5.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit in der Vier-Felder-Tafel

Bei der Umsetzung des Baumdiagramms in eine Vier-Felder-Tafel wurde bereits geklart,
dass die Wahrscheinlichkeiten flr das Eintreten von zwei nacheinander erfolgten
Ereignissen in den mittleren vier Feldern auftauchen. Die Summen in den Zeilen und
Spalten geben die Wahrscheinlichkeit der Einzelereignisse wieder.

B B
A P(AN B) P(AN B) P(A)
A P(A N B) P(A N B) P(A)
P(B) P(B) 1

Aus der Anordnung der Vierfeldertafel kann man erkennen, dass die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten aus der Vierfeldertafel nicht unmittelbar ablesbar sind, aber sie lassen
sich aus ihr berechnen. Dazu benutzt man die sogenannten Randwahrscheinlichkeiten.
Die Randwahrscheinlichkeiten sind die Zeilen- und Spaltensummen der Vierfeldertafel.
Dividiert man die Wahrscheinlichkeiten in der Mitte der Tafel mit den
Randwahrscheinlichkeiten der Zeilen- oder Spaltensummen, erhalt man die jeweilige
bedingte Wahrscheinlichkeit:

P (&)= PANE)

Damit erhalt man die jeweiligen bedingten Wahrscheinlichkeiten, indem man die Zeilen

oder Spalten auf die Zeilensumme normiert, soll heiRen an Stelle von P(A) oder P(A)
als Zeilensumme muss 1 stehen.

Bedingte Wahrscheinlichkeit,

Vierfeldertafel =0 )
dal A oder A eingetreten ist.
B B B B
A P(ANB) P(A N B) P(A) A P.(B) P.(B) 1
A P(A N B) P(A N B) P(A) A Px(B) P4(B) 1
-~ AL 4L AL
P(B) P(B) 1 T r r
B B
JL
A Ps(A) P4(A) T
A Po(A) PsA) | 3
1 1 T

Bedingte Wahrscheinlichkeit,
daR B oder B eingetreten ist.



FUr manche Aufgaben hat es sich gezeigt, dal} es nutzlich ist fir die Rechnung mit
bedingten Wahrscheinlichkeiten mit einer solchen dreifachen Vier-Felder-Tafel zu
starten. Die zweite Vier-Felder-Tafel in der Zeile dahinter enthalt die bedingten
Wahrscheinlichkeit bezogen auf die Ereignisse in der Zeile. Die dritte Vier-Felder-Tafel
darunter enthalt die bedingten Wahrscheinlichkeiten bezogen auf die Ereignisse in den
Spalten. Nicht bendétigte Felder bleiben leer. Der Vorteil, wenn man mit einer solchen
Darstellung beginnt ist folgender: In der Aufgabenstellung sind mitunter schon bedingte
Wahrscheinlichkeiten vorgegeben und man soll dann die jeweils umgekehrten
bedingten Wahrscheinlichkeiten bestimmen. In einer einfachen Vier-Felder-Tafel hat
man nicht die Moglichkeit die vorgegebenen Werte der bedingten Wahrscheinlichkeit
einzutragen. In dieser dreifachen Tafel ist fur jede mdgliche angegebene
Wahrscheinlichkeit Platz. Diese dreifache Vier-Felder-Tafel besitzt alle Eintrage, die
auch ein doppeltes Baumdiagramm besitzt. Durch Vorwarts- und Ruckwartsrechnen
lassen sich dann alle 16 Felder bestimmen.

Umgesetzt auf das Beispiel liefert das folgende Vier-Felder-Tafeln:

Division durch P(A)

(1) Division durch P(A) (2)
B B Summe B B Summe
A | P(AnB) = 0,25 |P(AnB) = 0,45 |P(A)= 0,7 s [ G
A P(ANB) = 0,10 P(A)= 0,3 x P(AnB) _ %
P(A)
Summe P(B)= 0,35 P(B)= 0,65 1 Summe
g|@
B E Summe % %
P(AnB) P(ANB) SE
> >
A =] i f = % T | O
BT _P(E) 5|5
~ |PAB) _ 2 S
P(B) 7 o
Summe 1
(3)

Die drei 4- Felder-Tafeln werden so angeordnet, dass

1) oben links die Tafel der Wahrscheinlichkeiten des Durchschnitts.

2) oben rechts die Tafel fur die bedingten Wahrscheinlichkeiten der Zeilensumme steht
3) unten links die Tafel fir die bedingten Wahrscheinlichkeiten der Spaltensumme

In dieser Darstellung ist es relativ leicht, die einzelnen bedingten Wahrscheinlichkeiten
zu berechnen. Der Wert der Zeilen oder Spaltensumme steht in der jeweiligen Zeile
oder Spalte und man sehr schnell dividieren. Die jetzt in der Vier - Felder-Tafel
entstehenden Wahrscheinlichkeiten sind die sogenannten bedingten Wahrscheinlich-
keiten, das sind die Wahrscheinlichkeiten, die gelten, wenn man bereits weil}, dass das
Ereignis A, A, B oder B eingetreten ist.

Wenn man also weil, dass die gezogene Kugel aus Kunststoff besteht, dann ist die
Wahrscheinlichkeit dafur, dass sie die Farbe gruin hat: 2/3. Die Wahrscheinlichkeit eine
grune Kunststoffkugel zu ziehen ist hingegen 0,2.



Es besteht aber die Moglichkeit an Stelle der Zeilensummen auch auf die Spalten-
summen zu normieren. Diese Wahrscheinlichkeiten, die man in der Vier Felder Tafel
erst durch Erstellen einer neue Tafel finden kann, befinden sich die Wahrscheinlich-
keiten am umgekehrten Baumdiagramm. Von den Vier- Felder-Tafeln ist es die untere
Tafel.

32.5.6 Notwendige Unterscheidungen

1. Die Voraussetzung P (B) > 0 ist notig, damit die Definition Uberhaupt erst moglich
ist.

2. P (A|B) ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A eingeschrankt auf die Menge
B (als neue Ergebnismenge). Damit kommen naturlich nur die Elemente von Ain
Frage, die auch in B liegen, also solche, die in AN B liegen. Die Schreibweise
Ps(A) in der Definition weist darauf hin, dass Ps als spezielles Wahrscheinlich-
keitsmal} verstanden werden kann — eben dasjenige, das auf dem neuen
Grundraum (der neuen Ergebnismenge B) definiert werden kann.

3. Vorsicht: Sehr oft werden die Wahrscheinlichkeiten P (A|B), P (B|A) oder P (AN
B) miteinander verwechselt, weil die umgangssprachlichen Beschreibungen
dieser Wahrscheinlichkeiten sehr ahnlich sind. Hilfreich ist die genaue
Uberlegung, welche Menge man sich als neue Ergebnismenge denken kann — A
oder B — oder ob diese Uberhaupt vonnoten ist.

Bsp.: M:"Die Person ist mannlich.“, S:’"Die Person ist mindestens 70 Jahre alt.”

— Wahrscheinlichkeit dafur, dass ein Mann mindestens 70 Jahre altist: P (S|M).

— Wahrscheinlichkeit daflr, dass jemand ein mindestens 70jahriger Mann ist: P (S N M).
— Wahrscheinlichkeit dafur, dass jemand, der mindestens 70 Jahre alt ist, ein Mann ist:
P (M|S).

32.5.7 Graphische Veranschaulichung bedingter Wahrscheinlichkeiten

Die Wahrscheinlichkeit von A ist P(A) = 70/100.
Die Wahrscheinlichkeit von B ist P(B) = 35/100.
Die Wahrscheinlichkeit von ANB ist P(ANB) = 25/100.

Damit ist die Wahrscheinlichkeit von A : 70/100 = 7/10
* Das Ereignis B nimmt innerhalb des Ereignisses A 25
Teile ein, das Ereignis A selbst aber 70 Teile. Damit ist
AN die Wahrscheinlichkeit von B innerhalb von A 25/70.
* Das Ereignis B nimmt innerhalb des Ereignisses A 10
Teile ein, das Ereignis A selbst aber 30 Teile. Damit ist
die Wahrscheinlichkeit von B innerhalb von A 10/30.

A * Das Ereignis A nimmt innerhalb von Q 70 Teile ein.




» Betrachtet man das Ereignis des Durchschnitts nur bezogen auf A ergibt sich eine
Wahrscheinlichkeit von 27/60 , dh: Wenn man das Ereignis A zugrunde legt, tritt das
Ereignis B mit der Wahrscheinlichkeit 27/60 = 9/20 ein.

+ Betrachtet man das Ereignis des Durchschnitts nur bezogen auf A ergibt sich eine
Wahrscheinlichkeit von 10/30 , dh: Wenn man das Ereignis A zugrunde legt, tritt
das Ereignis B mit der Wahrscheinlichkeit 10/30 = 1/3 ein.

Die Ereignisse A und B sind abhangig. Fur das Eintreten des Ereignisses B ist es
entscheidend, ob erst A oder erst A eingetreten ist.

32.5.8 Bedingte Wahrscheinlichkeit in der 3. Stufe

Fur spatere Untersuchungen soll hier noch die die bedingte Wahrscheinlichkeit in der 3.
Stufe hergeleitet werden. Danach ist eine weitere Verallgemeinerung fur weitere Stufen
leicht nachvollziehbar. Es soll das Ereignis As betrachtet werden, das in der 3. Stufe
auftritt, unter der Bedingung, dass es auch in den beiden vorhergehenden Stufen die
Ereignisse A, und A aufgetreten sind: P(As | A1 N Az). Die Formel der bedingten
Wahrscheinlichkeit besagt, dass im Zahler der Durchschnitt der beiden Ereignisse steht
und im Nenner die Wahrscheinlichkeit fur die vorher eingetretenen Ereignisse:

P(A,NA,NA,)
P(A,NA,)
Das ist die Wahrscheinlichkeit, die am 3. Baum stehen wurde, an dem Weg, der von A

beginnend Uber A; nach As; fuhrt. Betrachtet man jetzt den kompletten Pfad von A+ bis As
ergibt sich folgende Formel:

P(A,|A, NA)=

B P(A,NA)) P(ALNA,NA,) _

P(A,) P(AJA) P(A,|A, NA,)=P(A) PA) PA,NA) =P(A,NA,NA,)
Zuerst tritt das Ereignis A+ ein, danach das Ereignis A, unter der Bedingung, dass A
eingetreten ist und dann A; unter der Bedingung, dass As und A; eingetreten sind.
Das ist der Beweis fur die erste Pfadregel, dass die Wahrscheinlichkeit des
Durchschnitts von mehreren Ereignissen entlang eines Pfades (Wahrscheinlichkeit,
dass genau diese Ereignisse gemeinsam aufgetreten sind) sich aus dem Produkt der
Wahrscheinlichkeiten der Einzelpfade, die zu dem Gesamtereignis fuhren, bestimmt.
Dabei spielt es keine Rolle, ob die Ereignisse abhangig oder unabhangig sind, da hier
nur die bedingten Wahrscheinlichkeiten benutzt wurden. Ob die sich in den einzelnen
Stufen andern oder gleich bleiben ist uninteressant.

Zu diesem Thema gibt es ein eigenes spezielles Dokument mit entsprechenden
Beispielen. Das Thema ist ublicherweise kein Schulstoff, allerdings wird in
Abituraufgaben manchmal mit drei Ereignissen gearbeitet, bei denen bedingte
Wahrscheinlichkeiten berechnet werden sollen.



32.6 Stochastisch unabhéngige Ereignisse

Aus dem bisherigen stellt sich die Frage, wann ist denn die Wahrscheinlichkeit eines
zweiten Versuchs unabhangig vom Ergebnis des ersten Versuchs, oder, wann ist eine
Wahrscheinlichkeit eines zweiten Ereignisses B unabhangig vom Ausgang eines ersten
Ereignisses A. In Formeln ausgedruckt:

Fir zweistufiges Ziehen aus einer Urne kann man die Antwort noch relativ leicht geben:
Beim Ziehen mit Zurlcklegen sind die Wahrscheinlichkeit des zweiten Zuges identisch
mit den Wahrscheinlichkeiten des ersten Ziehens, damit sind die Ereignisse
unabhangig.

Bei anderen Ereignissen ist die Antwort nicht so einfach zu geben.

32.6.1 Formel fiir stochastische Unabhangigkeit

Als Erstes soll dargestellt werden, wie man zeigen kann, ob zwei Ereignisse
stochastisch unabhangig sind. Dazu ist zunachst eine wichtige Bemerkung zu machen:
Stochastische Unabhangigkeit hat nichts mit Unvereinbarkeit zu tun. Ereignisse wie
z.B ob nach mannlich oder weiblich unterschieden wird, oder nach Raucher und
Nichtraucher sind unvereinbar, aber noch lange nicht stochastisch unabhangig. Man
kann nur sagen: Stochastisch unabhangige Ereignisse sind auch unvereinbar, aber die
Umkehrung gilt nicht. Oder: Ereignisse, die nicht unvereinbar sind kdnnen auch nicht
stochastisch unabhangig sein.

Mit der eingangs erwahnten Formel kann man die stochastische Unabhangigkeit
definieren. Aus der bedingten Wahrscheinlichkeit ist folgende Beziehung bekannt: P(A
N B) = P(A) Pa(B). Jetzt geht es darum, dass das Ereignis B nicht mehr vom Ereignis A
abhangt, was eingangs schon einmal mit der Formel PA(B) = P(B) ausgedruckt wurde.
Damit ergibt sich als Definition fur die stochastische Unabhangigkeit:

Definition: Sei (QQ, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum eines Zufalls-
experiments und A, B <€ Q und sei P (A) > 0. Das Ereignis B
heilt (stochastisch) unabhangig vom Ereignis A, wenn gilt:

P A(B) =P (B)
In Worten: wenn die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der
Bedingung A gleich der Wahrscheinlichkeit von B ist.

Soll also nachgewiesen werden, ob zwei Ereignisse stochastisch unabhangig sind,
dann ist flr diese Ereignisse genau diese Gleichung nachzuweisen. Es sind die
Einzelwahrscheinlichkeiten der beiden Ereignisse zu bestimmen und die
Wahrscheinlichkeit, das beide Ereignisse eingetreten sind.

Satz: Sei (Q, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum eines Zufallsexperiments
und gelte furA,B < Q: P (A)>0und P (B) > 0.
Dann gilt: A, B (stochastisch) unabhangig <=
P(ANB)=P(A)-P(B).




32.6.2 Beziehungen zwischen unabhangigen Ereignissen

Sind zwei Ereignisse A und B stochastisch unabhangig, dann gelten folgende
Aussagen:

» |st A stochastisch unabhangig von B, dann ist auch B stochastisch unabhangig

von A

« A und B sind stochastisch unabhéngig

« Aund B sind stochastisch unabhangig

« A und B sind stochastisch unabhéangig

*  Pa(B) = Pa(B)

FiUr zwei Ereignisse ist dieser Nachweis noch relativ einfach zu erbringen, da es sich
um eine Gleichung handelt. Stellt man sich die frage, wann sind den drei Ereignisse A,
B und C stochastisch unabhangig, dann muss man schon die Gultigkeit aller folgenden
Gleichungen nachweisen:

PANBNC)= PA)-P@B)-P(C)
PANBNC)= PA)-PB)-P(C)
PANBNC)= P(A)-P@B)-P(C)
PANBNC)= PA)-PB)-P(C)
PANBNC)= PA)-PB)-P(C)
PANBNC)= PA)-PB)-P(C)
PANBNC)= PA)-P@B)-P(C)

PANBNC)= P@A)-PB)-P(C)

Allgemein gilt, dass man fur n Ereignisse 2" Gleichungen Uberprifen muss.

32.6.3 Unabhingige und unvereinbare Ereignisse

Die Unabhangigkeit zweier Ereignisse ist nicht zu verwechseln mit der Disjunktheit oder
Unvereinbarkeit von Ereignissen !
« Fur unabhangige Ereignisse gilt eine Produktformel fir den Durchschnitt der
Ereignisse von Aund B: P(AN B ) = P(A) - P(B)
« Fur unvereinbare Ereignisse gilt eine Summenregel fur die Vereinigung von A
undB:P(AuB)=P(A)+P (B), falsANB=4a.

Es gilt hierbei sogar der folgende

Satz: Sei (Q, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum eines Zufallsexperiments
und gelte fur A, B < Q: P (A) > 0 und
P (B) > 0. Dann gilt:
a) A, B unvereinbar = A, B abhangig.
b) A, B unabhangig = A, B vereinbar.




Bemerkungen:

1. Wie dieser Satz zeigt, darf die stochastische Unabhangigkeit nicht als vollige
Beziehungslosigkeit der beiden Ereignisse gedeutet werden. Es handelt sich
lediglich um eine Unabhangigkeit im statistischen Sinn. Auch wenn man von
Unabhangigkeit der Ereignisse spricht, so ist die Unabhangigkeit genau
genommen keine Eigenschaft der Ereignisse, sondern eher eine Eigenschaft
ihrer Wahrscheinlichkeiten.

2. Viele Experimente sind so beschaffen, dass man aufgrund der Anordnung des
(meist mehrstufigen) Experiments die Unabhangigkeit zweier Ereignisse
postuliert. Dann dienen die bekannten Einzelwahrscheinlichkeiten P (A) und P
(B) zur Ermittlung der Durchschnittswahrscheinlichkeit
P (A N B) mit Hilfe der Produktregel.

@ T

A und B sind unvereinbar A und B sind vereinbar BcA

A und B sind abhangig A und B sind A und B sind

ANB=a. unabhéangig, wenn P(AN B ) abhangig
=P(A) - P(B)

Far unvereinbare Ereignis- Fur unabhangige Ereignisse P(ANB)=P(B)
se gilt eine Summenregel  gilt eine Produktformel ftir P(AUB)=P(A)
fur die Vereinigung von A den Durchschnitt der
und B: Ereignisse von A und B:

P(AuB)=P(A)+P(B) P(ANB)=P(A)-P(B)
Zur Veranschaulichung unabhangiger Ereignisse wird die gleiche Aufgabenstellung wie
in Kapitel 31.5.2.2 verwendet, das in Kapitel 31.6. benutzt wurde. Allerdings ist die
Verteilung der Kugeln bezuglich Material und Farbe anders.

Eine Urne enthalt 100 Kugeln.

70 Kugeln bestehen aus dem Material Holz und 30 Kugeln aus Kunststoff.
28 der Holzkugeln sind mit der Farbe rot gestrichen und 42 sind gran.
12 der Kunststoffkugeln sind rot und 18 sind grun.

Folgende Ereignisse werden definiert:

A: Die Kugel ist aus Holz A : Die Kugel ist aus Kunststoff
B: Die Kugel ist rot B : Die Kugel ist grun

P(A)=0,7 ;P(A)=0,3; P(B)=0,4; P(B)=0,6

P(ANB)=0,28 ;P(ANB) =042 ;PANB)= 0,12 ;P(ANB)= 0,18 ;



32.6.4 Unabhingige Ereignisse im Baumdiagramm

Im Baumdiagramm stellen sich unabhangige Ereignisse so
dar, dass jeder zu dem gleichen Ereignis zeigende Ast die
gleiche Wahrscheinlichkeit tragt.

Besonders anschaulich kann man sich das klar machen beim ,Ziehen mit Zurtcklegen®.
Da hat jeder Versuch die gleiche Wahrscheinlichkeit, da es keine Rickschlisse auf die
bereits erfolgten Versuche gibt. Solche Versuche sind stochastisch unabhangig. Im
folgenden soll die mathematische Begrindung dafir gegeben werden.

Es sollen zwei allgemeine Ereignisse A und B betrachtet werden.
Das erste Ereignis A hat naturlich auf

die stochastische Unabhangigkeit P,(B) _
keinen Einfluss, da es keinen Einfluss / B P(AP,B)=PANB)
auf die erste Ziehung gibt. P(A) A

—— B P P.(B)=P(ANB)

Far den Eintritt des Ereignisses B P (B)

sind die beiden Pfade fur Aund A ,
die zum Ereignis B fluhren zu
bertcksichtigen. B

P(B) = P(A) Pa(B) + P(A) P a(B) Px(B)
Stochastische Unabhangigkeit heifdt P(A) X _
Pa(B) = P(B) damit gilt aber auch

Pa(B) = P(B). Genau das bedeutet, pA(*) B P(A)P.(B)=P(ANB)
dass an den beiden Pfaden, die zum

Ereignis B fihren die Wahrscheinlichkeit P(B) ist. Das heif3t aber, dass die Wahrschein-
lichkeit fur B unabhangig davon ist, ob A oder A eingetreten ist. Setzt man die beiden
bedingten Wahrscheinlichkeiten in der obigen Formel durch P(B), dann ergibt sich:
P(B) = P(A) P(B) + P(A) P(B) = P(B) (P(A) + P(A) ) = P(B).

Sind die Wahrscheinlichkeiten an allen Teilbdumen, die zu ein und demselben Ereignis
fuhren gleich, dann kann man diese Wahrscheinlichkeit aus allen Zweigen, die zu
diesem Ereignis fuhren ausklammern. Die Summe in der Klammer ergibt dann 1, da es
die Summe aller vorhergehenden Ereignisse ist. Fur abhangige Ereignisse, die
unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten besitzen, ist das Ausklammern nicht moglich.
Umgesetzt auf das geanderte Beispiel ergibt sich jetzt folgendes Baumdiagramm:

B P(A)P4B)=P(ANB)

P.(B) =
P(ANB)=0,2
B P(ANB)=042

P.(B) =

\ P.(B) = -
P(K)=—3— ~__.——B PANB)=0,12

10 A
\_

PK(E) = B



Da im Baum nach wie vor die 1. Pfadregel zu gelten hat, kann man die fehlenden
Wahrscheinlichkeiten aus den gegebenen berechnen: 7/10 * PA(B) = 0,28 . Auf diese Art
und Weise lassen sich die Wahrscheinlichkeiten am Baum ergénzen:

P(B)=4

PMF%; . ////ﬂ%E P(A N B) = 28/100
_\6 B P(ANB)=42/100
P.(B) = 10

10 B PEANB)=12/100

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses B ist immer 0,4 , gleichgiltig,
ob vorher das Ereignis A oder das Ereignis A eingetreten ist. Da es insgesamt 40 rote
Kugeln gibt, ist auch durch diese Rechnung der Wahrscheinlichkeit flr eine rote Kugel
0,4.

Die Ereignisse A und B sind stochastisch unabhangig.

Am Baumdiagramm sind unabhangige Ereignisse daran zu erkennen, dal die
Wahrscheinlichkeiten an den zweiten Baumen gleich sind. Der zweite Baum, der bei A
beginnt hat die gleichen Wahrscheinlichkeiten, wie der Baum, der bei A beginnt.

32.6.5 Unabhangige Ereignisse in der Vierfeldertafel

In der Vierfeldertafel kann man die unabhangigen Ereignisse Uber die sogenannten
Randwahrscheinlichkeiten nachweisen. Die Struktur einer Vierfeldertafel hat etwa
folgendes Aussehen:

B B
A P(ANB) P(AN B) P(A)
A P(A N B) P(A N B) P(A)
P(B) P(B) 1

Wenn sich jetzt flr jedes der vier Mittelfelder die Produktbeziehung nachweisen lasst,
dann sind die beiden Ereignisse stochastisch unabhangig.
P(AN B)=P(A) P(B)

P(AN B)=P(A) P(B)
P(A N B)=P(A) P(B)
P(A N B)=P(A) P(B)

dabei sind die Wahrscheinlichkeiten P(A), P(B) usw. die sogenannten Randwahrschein-
lichkeiten, da sie auRerhalb der 2x2 Tafel stehen. Die Erklarungen dazu sind im Kapitel
1.5 zu finden.



In einer Vierfeldertafel Iasst sich die stochastische Unabhangigkeit recht einfach tber
die Zeilen- und Spaltensummen prufen.

B B
Ergeben sich die Werte der vier mittleren Felder
genau aus dem Produkt der Zeilen— und
Spaltensummen, dann sind die Ereignisse
stochastisch unabhangig.

A P(A) * P(B) | P(A)« P(B) P(A)

>|
3
>
9
x

P(A)+P(B) || P(A)

P®) P(B)

Wenn fur die neue Aufgabenstellung die Vier-Felder-Tafel erstellt wir, hat sie folgendes
Aussehen:

B B Summe
A P(AnB) = 0,28 |P(AnB) = 0,42 P(A)= 0,7
A P(AnB) = 0,12 P(A)= 0,3
Summe P(B)= 0,40 P(B)= 0,60 1

Fur unabhangige Ereignisse ist die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts von zwei
Ereignissen gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten der beiden Einzelereignisse:
P(AN B)=P(A) - P(B)

Fir die Vier-Felder-Tafel bedeutet das, die vier Felder in der Mitte ergeben sich aus
dem Produkt der Randwahrscheinlichkeiten:

B B Summe
A 0,4+0,7= 0,28 | 0,6°0,7= 0,42 | P(A)=0,7
A 0,4¢0,3= 0,12 P(A)= 0,3
Summe P(B)= 0,40 P(B)= 0,60 1

Die Wahrscheinlichkeiten in den 4 Feldern entsprechen genau den Produkten der

Zeilen- und Spalten-summen. Damit sind die Ereignisse stochastisch unabhangig.
Die 4-Felder-Tafel zeigt auch:

Ist B unabhangig von A, dann ist auch A unabhangig von B. -

Das gleiche gilt fur die Gegenwahrscheinlichkeiten: B ist auch unabhangig von A .

Aus diesem Beispiel ist folgende wichtige Erkenntnis zu ziehen:

Stochastische Unabhangigkeit kann man nicht am Ereignis
erkennen.

Stochastische Unabhangigkeit ist keine Eigenschaft des
Ereignisses (Versuchs), stochastische Unabhangigkeit ist eine
Eigenschaft der Wahrscheinlichkeiten.




Damit ist stochastische Unabhangigkeit nur iber Rechnung, aber nicht Gber den
Versuchsaufbau und dessen Zusammenhange zu bestimmen.

32.6.6 Graphische Veranschaulichung unabhéngiger Ereignisse

Die Wahrscheinlichkeit von Aist P(A) = 70/100.
Die Wahrscheinlichkeit von B ist P(B) = 40/100.
Die Wahrscheinlichkeit von ANB ist P(ANB) = 28/100.

* Das Ereignis A nimmt innerhalb von Q 70 Teile ein.

L Damit ist die Wahrscheinlichkeit von A : 60/100
b « Das Ereignis B nimmt innerhalb des Ereignisses A 28
AN Teile ein, das Ereignis A selbst aber 70 Teile. Damit ist

die Wahrscheinlichkeit von B innerhalb von A
Pa (B) = 28/70 = 2/5 .
« Das Ereignis B nimmt innerhalb des Ereignisses A 12
Teile ein, das Ereignis A selbst aber 30 Teile. Damit ist
[ die Wahrscheinlichkeit von B innerhalb von A
oy Pa (B) =12/30 = 2/5.




32.7 Totale Wahrscheinlichkeit

Beim umgekehrten Baumdiagramm im Kapitel 1.4 wurde folgende Formel hergeleitet:

P(B) Ps(A) =P(AN B) =P(A) Pa(B)

Unabhangig, welchen Baum man benutzt, ist die Wahrscheinlichkeit fur das
gleichzeitige Eintreten zweier Ereignisse immer gleich. Es resultiert aus dem Produkt
der Wahrscheinlichkeit des ersten Ereignisses mit der Wahrscheinlichkeit des zweiten
Ereignisses unter der Bedingung, dass das erste Ereignis eingetreten ist. Diese Formel
ermoglicht die Bestimmung einer bedingten Wahrscheinlichkeit, wenn die umgekehrte
bedingte Wahrscheinlichkeit bekannt ist.

Dies ist nichts anderes, als eine zweite Formel der bedingten Wahrscheinlichkeit, da
P(A) Ps(A) = P(A N B) ist. Das ist insofern eine interessante Formel, als hier Ursache
und Wirkung vertauscht wird. Nach dem Eintreten des Ereignisses A tritt das Ereignis B
ein. Dafir kann man die Wahrscheinlichkeit Pa(B) bestimmen. Es wird aber eine
Aussage gemacht Uber das Ereignis A, wenn das Ereignis B als erstes eingetreten ware
Ps(A). Mitunter lasst sich diese Reihenfolge gar nicht ermitteln, aber die
Wahrscheinlichkeit dafur berechnen.

Aus dem Baumdiagramm ist bekannt, P,(B) B
dass die Wahrscheinlichkeit des - B P(A)P,(B)=P(ANB)
gleichzeitigen Eintretens zweier P(A) A

Ereignisse gleich dem Produkt der / F B P(A)P,(B)=PANB)
Pfadwahrscheinlichkeiten ist, wobei A(B)

der zweite Faktor eine bedingte
Wahrscheinlichkeit ist, unter der

Bedingung, dass das erste Ereignis Px(B) - o
eingetreten ist. Besonders deutlich P(A) X B PA)PAB) =PANE)
sieht man das bei ,Ziehen ohne

Zurucklegen®. Die Wahrscheinlich- pA(*) B P(A)P,«B)=P(ANB)

keiten am zweiten Baum andern sich

im Verhaltnis zu ersten Baum.

Will man aul3erdem die Wahrscheinlichkeit fur das einzelne Ereignis B im zweiten Zug
bestimmen, sind von allen Pfaden, die zu dem Ereignis B flhren, die Wahrscheinlich-
keiten zu addieren.

P(A)=P(B)-Pg(A)+P(B)P,(A)

Wenn P(A) > 0 ist, alles andere macht keinen Sinn, dann kann man die bedingte
Wahrscheinlichkeit Pg(A) auch wie folgt berechnen, indem man im Nenner den Wert von
P(A) ersetzt:




Diese Formel spielt bei der Untersuchung von Gesundheitstests eine Rolle, die nicht
100% Sicherheit bringen. Bei solchen Tests werden zu einem Prozentsatz die Krankheit
bei Kranken nicht erkannt und bei Gesunden Menschen bringen die Test ein Ergebnis,
dass dieser von der Krankheit betroffen sei.

Eine bestimmte Krankheit tritt bei 1% aller Personen auf.

Ein Testverfahren fur diese Krankheit liefert ein positives Ergebnis bei 98% aller
Kranken und bei 5% aller gesunden Personen (5% der gesunden Personen werden
durch diesen Test falschlicherweise als krank eingestuft).

Frage: Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person mit positivem
Testergebnis wirklich krank ist ?

32.7.1 Umgekehrte bedingte Wahrscheinlichkeit mit Formel

Analyse der Lésung: -
K : Die Person ist krank — P(K) = 0,01 und P(K) = 0,99
P: Test positiv ausgefallen — Px(P) = 0,98 und P«(P) = 0,05

Pk(P) = 0,98: 98 % der tatsachlich Erkrankten werden als solche erkannt.

Px(P) = 0,05: 5 % der nicht Erkrankten werden als krank erkannt.

Diese bedingten Wahrscheinlichkeiten beschreiben die Verlalllichkeit des Labortests.
Ihnen entsprechen die Fehlerwahrscheinlichkeiten.

Aus der Sicht eines Patienten ist es nicht so sehr interessant, wie viele Kranke oder
Gesunde der Labortest als solche erkennt; es geht ihm vielmehr darum, was aus einer
einmal getroffenen Entscheidung geschlossen werden kann. Es geht also um die
folgenden bedingten Wahrscheinlichkeiten, die man auch a posteriori Wahrschein-
lichkeiten nennt:

Pr(K) =7 Wie viele der als krank eingestuften Untersuchungspersonen sind tatsachlich
krank?

Pr(K) =? Wie viele der als krank eingestuften Untersuchungspersonen sind tatsachlich
gesund?

P(K) P« (P) B 0,01-0,98

P.(K)= = =
P(K)-Px(P)+P(K)-P.(P) 0,01-0,98+0,99-0,05

~0,16526

Die Gegenwahrscheinlichkeit, dass ein positiver Test einen gesunden Menschen betrifft
ist:
P(K)-P¢(P) 0,05-0,99

PP(R): = =
P(K)-P«(P)+P(K)-P.(P) 0,01-0,98+0,99-0,05

~0,834738

Warum die Formel des Nenners in dieser Weise entsteht, ist noch einmal im Kapitel 3.3
Uber die Berechnung im Baumdiagramm zu finden. Offenbar genlgt es nicht, die Ver-
laBlichkeit bzw. die Fehlerwahrscheinlichkeiten des Labortests zu kennen. Es missen
daruber hinaus die a priori Wahrscheinlichkeiten P(K) und P(K) der moégliche Zustande
des Patienten bekannt sein. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein positiver Test einen
gesunden Menschen betrifft ist grof3er, als dass ein solcher Test einen kranken
Menschen betrifft. Test scheint nicht sehr geeignet zu sein.



32.7.2 Umgekehrte bedingte Wahrscheinlichkeit mit Vier-Felder-Tafel

In Kapitel 1.5 wurden die Bedingten Wahrscheinlichkeiten in einer Vier-Felder-Tafel
angezeigt. Markanter Ausdruck dafur ist die Zeilen oder Spaltensumme von ,1%.
Hier wurde fur die Aufgabestellung folgende Vier-Felder-Tafel Anwendung finden:

P P
K P(P) PK(ﬁ) 1
K | PP PP | 1

Da aus der Aufgabenstellung nur die bedingten Wahrscheinlichkeiten zur ,Positiver
Befund unter Bedingung Krank® und ,Positiver Befund unter Bedingung gesund”
bekannt sind, muss uber die Zeilen normiert werden.” In der ersten Spalte findet man
die beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten, die in der Aufgabenstellung angegeben
sind. da die Wahrscheinlichkeiten der Zeilensummen ,1“ ergeben muss, hat die Vier-
Felder-Tafel zunachst folgendes Aussehen:

P P
K 0,98 0,02 1
K 0,05 0,95 1

Die Wahrscheinlichkeiten der Spalte P ergibt sich nur rechnerisch daraus, dass die
Zeilensumme ,1“ sein muss. Der Wert in der Spalte P und Zeile K entsteht als bedingte
Wahrscheinlichkeit aus Px(P) = P(P N K') / P(K) . FUr den Wert in der normalen Vier-
Felder-Tafel ist also dieser Wert mit P(K) zu multiplizieren, um die Gbliche Vier-Felder-
Tafel zu erhalten. Die zweite Zeile ist entsprechenden mit P(K) zu multiplizieren. Diese
Wahrscheinlichkeiten sind aus der Aufgabestellung bekannt: P(K) = 0,01 und P(K) =

0,99. Durch Multiplikation erhalt man die nicht normierte Vier-Felder Tafel:

P P

K || 00098 0,0002 0,01

k || 00495 0,9405 | (99
0,0593 0,9407 1

Die Summen der Spalten P und P ergeben sich aus Addition der beiden driiber liegen-
den Zeilen. Die Summe der Spaltensummen und die Summe der Zeilensummen liefern
beide den Wert ,1% was bei einer normalen Vier-Felder-Tafel sein muss. Gesucht ist die
bedingte Wahrscheinlichkeit eines ,Kranken unter der Bedingung eines positiven Tests"®
und eines ,Gesunden unter der Bedingung eines positiven Tests®. Das ist die Umkeh-



rung und bedeutet fur die Vier-Felder-Tafel das Normieren auf die Spaltensummen. Es
ist also jede Spalte durch ihre Spaltensumme zu dividieren.

P P
K 0,1652 0,000212
K 0,8347 0,99978
1 1

In der ersten Spalte erkennt man genau die Werte, die im vorherigen Abschnitt Gber die
Formeln berechnet wurden.

32.7.3 Umgekehrte bedingte Wahrscheinlichkeit mit doppeltes Baumdiagramm

P (P)=0,98 p PEK)P(P)=

K ’ K
P(KNP)=0,0098 P (K)= 8 8222 - 0,1652
= P(P) P,(K) K \

K5 P(K) P, (P) =

} N P
P(K) =0,0 o
) / P(P)=0,02 P(K N P) = 0,0002 / P(P) = 0,0593
0.0

= P(P) P+(K) K. PeK)=

= 0,8347
B P(P)=0,05 _p P(K)Py(P)= K
F’MFQ / P(K N P) = 0,0495 P

K = P(P) P(K) P(P) = 0,9407
\ P W B — \f
P.(P)= 0,95 P(K) Py(P) = =
P(K N P) = 0,9405
= P(P) P,(K) K PA(K)

Der Aufbau des Baumes beginnt auf der linken Seite. Die Wahrscheinlichkeiten P(K) =
0,01 und P(K) = 0,99 sind der Aufgabenstellung entnommen. P(K) ergibt sich aus 1 —
P(K). Die bedingten Wahrscheinlichkeiten Px(P) = 0,98 und Px(P) = 0,05 sind ebenfalls
in der Aufgabenstellung angegeben.

Die ersten zu berechnenden Zahlen sind die Wahrscheinlichkeiten der zweiten Zweige
an den Baumen der zweiten Stufe (rot gekennzeichnet). Diese ergeben sich jeweils aus
der Bedingung, dass alle Wahrscheinlichkeiten die von einem Knoten ausgehen die
Summe 1 haben mussen.

Die Produkte der Wahrscheinlichkeiten der vollstandige Zweige eines Baumes liefern
die Wahrscheinlichkeit fur das gleichzeitige Eintreten beider Ereignisse, oder den
Durchschnitt der Ereignisse. Diese Wahrscheinlichkeiten sind in der mittleren Spalte
berechnet (fett geschrieben). Die Wahrscheinlichkeiten dieses Durchschnitts sind aber
gleichzeitig die Wahrscheinlichkeiten des zweiten Baumes, wenn die Reihenfolge der
Ereignisse vertauscht werden. Die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts der Ereignisse
kann nicht von der Reihenfolge, welches Ereignis zuerst eintritt bestimmt werden. Diese
Vertauschungen sind jeweils die dritten Zeilen in der mittleren Spalte angezeigt.



Damit beleibt die Frage, wie kommt man zu den Wahrscheinlichkeiten im rechten
Baum. Fir die erste Stufe sind die Wahrscheinlichkeiten fir das Eintreten eines
,positiven Ergebnisses” und die Wahrscheinlichkeiten fur das eintreten einen ,negativen
Ergebnisses” gefragt, die beide nicht direkt bekannt sind. Aber es gilt im Baumdia-
gramm der Grundsatz: Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses der zweiten Stufe ist
die Summe aller méglichen Ereignisse, die zu diesem Ereignis fihren. Damit gilt fur:
P(P) = P(K) P«(P) + P(K) Px(P) = 0,01 0,98 + 0,99 0,05 = 0,0593

P(P) = P(K) P«(P) + P(K) Px(P) = 0,01 0,02 + 0,99 0,95 = 0,9407

Die Formel zu P(P) entspricht genau dem Nenner im Kapitel 3.1, bei der die
Wahrscheinlichkeit Pp(K) tUber die Formel ermittelt wurde.

Bleibt die Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeiten, die wieder zur gleichen
Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts flhren muss. Diese Wahrscheinlichkeiten
entstehen wieder durch Division Pp(K) = P(P N K ) / P(P). Im obigen Baumdiagramm ist
das Ergebnis (als blaue Zahlen) eingetragen. Es sind die gleichen Wahrscheinlich-
keiten, die in den beiden vorhergehenden Abschnitte ermittelt wurden. Es ist darauf zu
achten, dass sich beim rechten Baum die Pfade einmal kreuzen. Das ist der Tatsache
geschuldet, dass immer die gleichen Ereignisse zusammengebracht werden mussen.
Im Kapitel 1.4 ist das bei der theoretische Herleitung bereits zu erkennen.

Setzt man flr die Wahrscheinlichkeit P(P N K ') die Berechnung aus dem linken Baum
ein, erhalt man die Formel P(K) P«(P), was genau dem Zahler in der Formel des
Kapitels 3.1 entspricht.

Es ist auf alle Falle interessant zu vergleichen, wo die einzelnen Wahrscheinlichkeiten
diese Baumdiagramms in der Vierfeldertafel wieder auftauchen. Man kann sie dort alle
wiederfinden.



32.8 Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable ist weder ein zufalliges Ereignis, noch eine
Variable, sondern eine ungliickliche Bezeichnung fiir eine Funktion !

Nicht immer sind bei einem Zufallsversuch die einzelnen Ereignisse von Bedeutung.
Meistens interessiert nur eine Zusammenfassung von mehreren Ereignissen und dann
die Wahrscheinlichkeit, mit der diese Gesamtmenge eintritt. Ein Beispiel daflir ware: Es
wird aus einer Urne mit 3 verschieden farbigen Kugeln 10 mal gezogen, wie grol} ist die
Wahrscheinlichkeit bei diesem 10-maligen Ziehen 4 rote Kugel zu ziehen.

Aus dem Baumdiagramm ist bekannt, dass es mehrere Moglichkeiten gibt bei 10-
maligem Ziehen 4 rote Kugeln zu ziehen. Man kann die 4 roten Kugeln zuerst ziehen,
man kann aber auch erst zwei andere Farben ziehen, dann eine rote, wieder eine
andere Farbe und dann zwei rote. Es gibt also mehrere Mdglichkeiten. Aber eines ist
allen Moglichkeiten gleich: Am Ende sind 4 rote Kugeln auf dem Tisch, in welcher
Reihenfolge auch immer. Diese Zusammenfassung driickt man einer Zufallsvariablen,
meist als X, Y Z oder ahnlichen GroRbuchstaben bezeichnet, aus:

X : Anzahl der gezogenen roten Kugeln

Von diesen moglichen Anzahlen interessiert im angegebenen Fall, wann sind es 4 rote
Kugeln. Diese Fragestellung wird durch die Formulierung X = 4 zu Ausdruck gebracht.
Da naturlich nicht immer 4 rote Kugeln am Ende auf dem Tisch liegen ist die Frage nach
der Wahrscheinlichkeit gestellt, oder wie oft ist damit zu rechnen, dass 4 rote Kugeln
auf dem Tisch liegen. Diese Aufgabenstellung wird formuliert durch den Ausdruck
P(X=4)

Eine mathematische Schreibweise flr diesen Sachverhalt ware etwa folgende:

{(X=k}:={weQ|Xw)=k ke R}

Der Wert der Zufallsfunktion X nimmt den Wert k an fur diejenigen w € Q, fur die die
Anzahl des Eintretens des Ereignisses X gleich k ist.

Dazu soll folgendes Beispiel betrachtet werden:

Es wird mit zwei Wurfeln gleichzeitig gewurfelt, dann sind folgende Zufallsvariable
maoglich:

X : Die Summe der beiden Augenzahlen
Damit wird folgende Abbildung von Q auf R durchgefuhrt:
we X =k
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Y: Das Maximum der beiden Augenzahlen
weQ Y =k
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Bei der ersten Funktion X ist die Bildmenge der Funktion die Zahlen von 2 bis 12. Der
Wert 1 ist nicht in der Bildmenge enthalten. Bei der zweiten Funktion Y ist die
Bildmenge die Zahlen von 1 bis 6.

Damit treten die Werte von X als Wertebereich der Abbildung X auf. Der Definitions-
bereich sind die moéglichen w € Q des (tatsachlichen) Zufallsexperiments. Wichtig ist
hier vielleicht festzuhalten, dass die Werte des Definitionsbereichs in beiden Fallen
gleich sind, aber die Werte de Wertevorrats verschieden. Eine Tatsache, die auch bei
normalen Funktionen bekannt ist. Der Definitionsbereich von y = x? und der
Definitionsbereich von y = x® sind der gleiche, aber die y -Werte sind verschieden.

Hier besteht jetzt noch der Zusatz, dass die Werte von X auch noch Definitionsbereich
einer weiteren Funktion sind, namlich der Funktion, die die Werte von X auf ihre
Wahrscheinlichkeit abbildet, mit der diese Werte eintreten. Diese Wahrscheinlichkeit
ergibt sich aus den summierten Wahrscheinlichkeiten aller w € Q, die auf das gleiche k
in X abgebildet werden. Diese Abbildung ist diejenige, die mittels Histogramm
dargestellt wird.

Was heil3t das mathematisch

Es ist bekannt , das es mehrere Ereignisse (Reihenfolgen) gibt, die zu dem Ergebnis
fuhren, dass 4 rote Kugeln auf dem Tisch liegen. Jede einzelne Reihenfolge ist ein
Element w € Q. Es interessiert aber nicht, in welcher Reihenfolge die roten Kugeln
gezogen werden, sondern nur die 4 als Anzahl der gezogenen Kugeln. Alle diese
Elementarereignisse werden zu einem Gesamtereignis zusammengefasst, das besagt:
4 rote Kugeln wurden gezogen. Mathematisch bedeutet das, dass man eine Abbildung
der Ereignisse auf die Zahl 4 erzeugt. Man kann sich das vorstellen, wie eine normale
Funktion bei der die Ubliche x-Werte die w € Q sind und die y-Werte sind ganze
Zahlen, hier die Zahl 4. DaR das keine solch schone Kurve gibt, wie z.B y = x? oder y =
sin(x) hat mathematisch keine Bedeutung. Von der sin — Funktion ist ja auch bekannt,
dass mehrere x-Werte durchaus den gleichen y -Wert haben kdénnen. Bei den trigono-
metrischen Funktionen liegt das an der Periodizitat der Funktionen. Aber selbst bei der
Funktion y =x? gibt es zu zwei x-Werten den gleichen y-Wert.

Definition:
Eine Zufallsvariable ist eine Funktion, die jedem Ergebnis eines
Zufallsversuchs we Q eine reelle Zahl X(w) zuordnet.

Letztenendes werden durch eine Zufallsvariable die Ergebnisse eines Zufallsversuchs
vergrobert, indem nur die Anzahl interessiert, aber nicht, wie diese zustande gekommen
ist. Gemal der Definition einer Funktion ist es durchaus maoglich einem X(w) mehrere w
zuzuordnen. Andererseits gibt diese Zusammenfassung die Mdglichkeit andere
Unterscheidungen in den Vordergrund zu schieben, wie z.B Gesucht ist die



Wahrscheinlichkeit 6 rote Kugeln zu ziehen, oder die Wahrscheinlichkeit 2 rote Kugeln
zu ziehen.

Definition:
Eine Verteilung P(X) ist eine Funktion, die jedem Ergebnis x € X(Q) eines
Zufallsversuchs we Q eine Wahrscheinlichkeit P(X(w)) zuordnet.

Damit wird jeder Zusammenfassung von w zu einem x(w) eine Wahrscheinlichkeit ihres
Erscheinens zugeordnet. Das Bestimmen der Wahrscheinlichkeit fihrt dann in der
Ausdrucksweise eines Baumdiagramms dazu: Bestimme alle Pfade, bei denen 4 rote
Kugeln auftreten multipliziere die Wahrscheinlichkeit entlang der Pfade und addiere
schlielich alle betroffenen Pfade mit inren Wahrscheinlichkeiten auf. (1. und 2.
Pfadregel). Alle diese Pfade werden auf die gleiche reelle Zahl abgebildet.

Beispiele: fur Zufallsvariable
Werte fur X = x;:
X = ,Augenzahl eines Wurfels" X1=1,X2=2,...X6 =6
X = ,Zahl der 6er bei 5maligem Wurfeln* x1=0,x2=1,...x%6=5

X = ,Anzahl der entdeckten Schmuggler
an der Grenze bei einer Stichprobe vom
Umfang 4“ Xx1=0,x2=1,...xs=4

X = ,Fullmenge einer 3kg Waschmittelpackung® xie[2,95;3,05]
(ACHTUNG! stetige Verteilung, keine Einzelwerte !)

X = ,Anzahl der verdorbenen Apfel bei zufalliger
Entnahme von 4 Stuck aus einem Sack mit
10 Apfeln, von denen 2 verdorben sind* X1=0,x2=1,x3=2
(gleichgliltig, wie oft man zieht, man kann nur 2 schlechte Apfel finden,
da es laut Voraussetzung nicht mehr gibt, aber die Moglichkeit die beiden
schlechten Apfel zu finden erhéht sich mit der Anzahl der Ziehungen !)

Flr das erste Beispiel kann man die Wahrscheinlichkeiten ohne Probleme angeben. Die
Beispiele 2 und 3 unterliegen der Binomialverteilung und Beispiel 5 der hypergeomet-
rischen Verteilung, die in spateren Kapitel besprochen und deshalb hier noch nicht
weiter betrachtet werden. Die Zufallsvariable 4 ist eine stetige Verteilung, die in der
Schule nicht behandelt wird.

Fir die erste Zufallsvariable ,Augenzahl eines Wurfels“ kann die Zufallsvariable den
Wert 1 annehmen (aber niemals den Wert 0) . Also ist moglich X = 1 mit einer
Wahrscheinlichkeit p = 1/6 . Damit ergibt sich P(X=1) = 1/6 ,Die Wahrscheinlichkeit,
dass die Zufallsvariable X den Wert 1 annimmt ist 1/6“.

,Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X den Wert 5 annimmt ist 1/6“
P(X=5)=1/6.

Als nachstes soll ein zweimaliges Wrfeln betrachtet werden und es interessiert die
Summe der beiden Augenzahlen.



Zufallsvariable
X =, Summe der Augenzahlen bei zweimaligen Wurfeln*

Die mdglichen Summen sind 2 bis 12, aber mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten:

P(X=2)=  1/36 P(X=8)=  5/36
P(X=3)=  2/36 P(X=9)=  4/36
P(X=4)=  3/36 P(X=10)= 3/36
P(X=5)=  4/36 P(X= 1 )= 2/36
P(X=6)=  5/36 P(X=12)= 1/36
P(X=7)=  6/36

Die Abbildungen der einzelnen w, die zu dem gleichen Wert der Zufallsvariablen fihren
werden nicht graphisch als Funktion dargestellt, aber die Werte der Zufallsfunktion mit
ihren zugehorigen Wahrscheinlichkeiten stellt man oft in Balkendiagrammen dar. Diesen
Zusammenhang zwischen den Werten der Zufallsvariablen und ihren zugehdrigen
Wahrscheinlichkeiten nennt man Wahrscheinlichkeitsfunktion. Diese Funktion zeigt an,
wie oft ein Wert der Zufallsvariablen eintreten kann.
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0,16
0,14
0,12

01
0,08
0,06
0,04

0,02 l l
0

Das ist eine Darstellung der Zufallsvariablen ,Summe der Augenzahlen beim zweima-
ligen Wirfeln® in der Form eines Histogramms. Die y-Werte sind die Wahrscheinlich-
keiten der jeweiligen Realisierungen der Zufallsvariablen.

32.8.1 Erwartungswert

Ganz eng mit dem Begriff der Zufallsvariablen ist der Begriff des Erwartungswertes
verbunden. Der Erwartungswert druckt einen Mittelwert in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung aus. Dabei werden aber nicht die moglichen Werte flr die Zufallsvariable
zusammenaddiert und durch die Anzahl geteilt, was wenig Sinn macht, sondern man
benutzt einen gewichteten Mittelwert. Man berlcksichtigt bei der Berechnung des
Mittelwertes, mit welcher Wahrscheinlichkeit die jeweilige Anzahl auftritt.

Am einfachsten und einleuchtendsten ist immer der Erwartungswert eines Spiels. Man
stelle sich eine Drehscheibe — Gliicksrad — vor, das aus drei unterschiedlich grof3en
Sektoren besteht. Dies unterschiedlichen Sektoren reprasentieren unterschiedliche
Wahrscheinlichkeiten des Eintretens des Ereignisses. Ein Sektor sei 1/2 der Scheibe,



was zu einer Wahrscheinlichkeit von 0,5 fuhrt, ein zweiter Sektor 1/3 und ein dritter
dann 1/6 der Scheibe. Die beiden Wahrscheinlichkeiten dazu sind 0,33 und 0,16.
Je groRer der Sektor, desto kleiner die Auszahlung, wobei die Auszahlung nicht propor-
tional zur Wahrscheinlichkeit sein muss. Fur den ersten Sektor soll der Gewinn 1€
betragen, fur den zweiten Sektor 2€ und fur den dritten Sektor 5€.
Dann berechnet sich der Erwartungswert aus den Gewinnmdglichkeiten mit den zuge-
horigen Wahrscheinlichkeiten ihres Eintretens. Das fuhrt in diesem Fall zu folgendem
Ergebnis:

1€0,5+2€0,33+5€0,166 = 1,99€
Bei dieser Drehscheibe gewinnt man also im Durchschnitt 2€, wenn man lange genug
das Spiel betreibt. Ob fur das Spiel ein Einsatz verlangt wird oder nicht, spielt zunachst
fur den Erwartungswert keine Rolle. Wird ein Einsatz verlangt, ist der Betrag des
Einsatzes vom Erwartungswert zu subtrahieren.

Definition:

Unter dem Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariablen X versteht man
das gewichtete Mittel der Funktion X Uber Q, wobei jeder Wert x(w) mit
seiner Wahrscheinlichkeit p(x) gewichtet wird.

Die Formel fir den Erwartungswert ist deshalb:

u:E(X):kZ:) (X, P (%))

dabei ist x« der numerische wert, der durch die Zufallsvariable festgelegt wird und p(x«)
die Wahrscheinlichkeit, mit der dieser Wert auftritt. Der Erwartungswert ist damit keine
Wahrscheinlichkeit, sondern ein Element aus der Grundmenge X(w). Wobei der
errechnete Wert nicht wirklich in dieser Grundmenge enthalten sein muf3. Der
Erwartungswert kann eine reelle Zahl sein, obwohl nur ganzzahlige Werte x(w) moglich
sind. Dieser Effekt entsteht dadurch, dal} die Wahrscheinlichkeiten in den meisten
Fallen reelle Zahlen sind.

Ungewohnlicher ist dabei schon folgende Aufgabenstellung: Eine Munze wird dreimal
geworfen. Gesucht ist das Ereignis, dass ,Wappen“ geworfen wird. Wir grof3 ist der
Erwartungswert daflrr, dass beim dreimaligen Werfen Wappen auftritt. Hier kommt es
auf die Definition der Zufallsvariablen an. Die Zufallsvariable wird wie folgt definiert:

X : Beim dreimaligen Werfen einer Minze liegt auf der Oberseite Wappen

Klar ist, dass fur diese Zufallsvariable die Realisierungen 0, 1, 2 und 3 auftreten
konnen, aber nicht mit der gleichen Wahrscheinlichkeit. Fur die Wahrscheinlichkeiten
der einzelnen Realisierungen soll als erstes die Ergebnismenge Q bestimmt werden. Q
enthalt alle Mdglichkeiten, in jeder moglichen Reihenfolge:

Q={Z272Z, ZZWN, ZWZ, WZZ, ZWW, WZW, WWZ, WWW }
Jedes einzelne Ereignis W und Z treten mit der Wahrscheinlichkeit 72 auf, so dass jedes

dieser aufgefuhrten Ereignisse mit der Wahrscheinlichkeit s auftritt. Wie sieht es aber
bei dem Ereignis ,Wappen® aus:

P(X=0)= % (0 mal Wappen tritt nur einmal auf)
P(X=1)= % (1 mal Wappen tritt dreimal auf)
P(X=2)= 3% (2 mal Wappen tritt dreimal auf)



P(X=3)= "% (3 mal Wappen tritt nur einmal auf)

Damit ergibt sich als Erwartungswert fur diese Zufallsvariable:
O« o+1+% +2% +3%="/3 =15

Man kann also davon ausgehen, dass bei drei Wirfen im Durchschnitt 1,5 mal Wappen
auftritt, das bedeutet, dass in den meisten Fallen 1 mal Wappen oder zweimal Wappen
auftritt. Ein Ergebnis, dass nicht wirklich verwundert.

Der Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariablen X gibt an, welchen Wert sie bei einer
unbegrenzten Wiederholung des Zufallsexperiments im Durchschnitt annehmen wuirde.
Praktisch lasst er sich als Durchschnittswert bei einer gro3en Anzahl von
Wiederholungen des Zufallsvorgangs interpretieren. Der Erwartungswert E(X) von X
wird auch als arithmetisches Mittel uy der Grundgesamtheit bezeichnet.

32.8.2 Varianz

In vielen Fallen ist man beim zufalligen Verhalten eines Experiments nicht nur daran
interessiert, bestimmte Merkmale zu beobachten und den zu erwartenden Wert dieser
Merkmale zu berechnen; oft ist auch von Bedeutung, wie stark ein Merkmal “streut”,
d.h., wie stark es vom zu erwartenden Wert abweicht. Fur diese zu erwartende
Abweichung wird der Begriff der Varianz wie folgt eingeflhrt.

Definition:
Unter der Varianz V(X) einer Zufallsvariablen X mit dem Erwartungswert
E(X) versteht man den Erwartungswert von (X — E(X) )?.

Um Abweichungen vom Mittelwert zu untersuchen, kdnnte man auch einfach die
Differenz zum Mittelwert nehmen. Da hatte dann aber den Nachteil, daf} sich negative
und positive Abweichungen gegenseitig aufheben wirden. Um dem zu entgehen kénnte
man wiederum den Betrag nehmen. Die Betragsfunktion hat aber genau an der Stelle 0,
also hier die Stelle des Erwartungswertes, einen entscheidenden Nachteil. Sie besitzt
dort eine Spitze und ist nicht differenzierbar. Mit dem Quadrat hat man beides:
Vorzeichen heben sich nicht gegenseitig auf und an der Stelle 0 ist die Funktion differ-
enzierbar. Dazu kommt noch ein positiver Effekt hinzu: Kleine Werte werden durch das
Quadrieren kleiner, fallen also weniger ins Gewicht und grof3e Werte werden gréler, so
dal} starke Abweichungen groRere Auswirkungen haben. Hier spielt die Problematik der
extremen Ausreil3er mit rein.

Varianz und Standardabweichung einer Zufallsvariablen X sind Streuungsmalle, die
angeben, wie stark ihre Ergebnisse um den Erwartungswert streuen. Die Varianz Var(X)
gibt die durchschnittliche quadrierte Abweichung wieder. Sie wird auch durch das
Symbol 6% gekennzeichnet.

o?=Var(X)=E(X—p) :Z X,)

Die Standardabweichung o gibt als Wurzel aus der Varianz an, wie stark die Werte der
Zufallsvariablen X durchschnittlich von ihrem Erwartungswert E(X) abweichen.
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